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素粒子物理学 I レポート No.2（提出期限 5 月２６日） 
1. Klein-Gordon 方程式(2.1)から、φが満たす連続の方程式を導く。 

1.1 式(2.1)に-iφ*をかけ、その複素共役形に-iφをかけて、連続の方程式 

0)]([)]([ **
*

* =∇−∇−⋅∇+
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂ φφφφφφφφ i

tt
i

t
 

を導け。この式より、確率密度ρと密度の流れ j は 
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だとわかる。 
式(2.1)に-iφ*をかけると、 
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式(2.1)の複素共役に iφをかけると 
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式(a)と(b)の和をとると 
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これは連続の方程式である。 
 

1.2 方程式（2.1）の一般解
iEtxpiNe −⋅=

vv

φ から確率密度ρと密度の流れ j を書き出せ。これ

より確率密度は粒子の相対論的エネルギーE に比例することがわかる。 
確率密度ρは 
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これより確率密度ρは相対論的エネルギーEに比例する。 

密度の流れ j
→

は 
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2. γ行列の公式  μνμννμ γγγγ g2=+ 、 γ0†＝γ0、(γ0)2＝I、γk†＝(βαk)†= αkβ=-γk、

(γk)2＝-I を示せ。またエルミート共役の結果はγμ†＝γ0γμγ0を示せ。 
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),,,( 321 βαβαβαβγ μ = でβ,αiは全て反交換、β2=αi
2=1 を使う。ここで、空間成分（i,j=1,3）

と時間成分０を分けて計算すると 
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よって μνμννμ γγγγ g2=+  
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0γ よりγ0†＝γ0、(γ0)2＝I は自明。 

kkkkk γβαβαβαγ −=−=== †† )(  
Ikkkkk −=−== αββαβαβαγ 2)(  

γ0†＝γ0、γk†＝-γkとγ0、γkの反交換関係よりγμ†＝γ0γμγ0は自明。 
 
3. 式(2.7)に続きψ3、ψ4を求めよ。ここで v は負エネルギー解より E-m の E は負エネ

ルギーで、正エネルギーE→-|E|と変換すると E-m=－（|E|＋ｍ）と表せる。 
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4. 荷電共役変換とは粒子と反粒子とを入れ替える演算である。荷電共役変換(ψ→ψc)を施し

た Dirac 方程式の波動関数（ψc）はディラック行列を使って 
*202 ϕγϕγγϕ ii TC ==  

と表せることを示せ。 
通常の Dirac 方程式は 

( )[ ] 0=−−∂ ϕγ μμ
μ mqAi  ―――(4.a) 

荷電共役変換（q→-q）を施した Dirac 方程式とそれを満たす反粒子の波動関数ψcは 
( )[ ] 0=−+∂ CmqAi ϕγ μμ

μ  ―――(4.b) 

式(4.a)のエルミート共役をとると、 
( )[ ] 0=−−∂− mqAi μμ

μγϕ
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問題２のγ行列の関係式を使い、右からγ0を掛けると 
( )[ ] 0=−+∂− mqAi μμ

μγϕ
s  

ここで転置をとると、 
( )[ ] 0=−+∂− TT mqAi ϕγ μμ

μ
s  

ここで荷電共役変換の行列をＣ（ TC Cϕϕ = ）とし、Ｃを上式に左から掛けると 
( )[ ] 01 =−+∂− − TT CmqAiCC ϕγ μμ

μ
s  

μμ γγ −=−1CC T
を満たすＣが存在すれば、上式は式（4.b）と同じになる。行列 02γγiC = が関

係式を満たし、この場合 
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*202 ϕγϕγγϕ ii TC ==  
となる。 

5．Dirac 方程式の解に対して ∑
=

+/=
2,1i

ii mpuu , ∑
=

−/=
2,1i

ii mpvv を示す。ここで v は半粒子

の平面波波動関数で )()(),()( 3241 pupvpupv −=−= と定義される。 
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5.4 mEN += と規格定数を選び 1.2 問の ∑
= 2,1i

iiuu を更に計算する。 

（注）N は問 1.3 より単位体積中に２E 個の粒子があるように規格化する。もし単位体積中に

１個の粒子で規格化するとローレンツ収縮で体積が変化したときに確率密度
0j≡ρ を不変に

できないので、相対論では単位体積中に２E 個の粒子という共変的規格化を選ぶ。 
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となることを示せ。ただし、 μ
μγ pp ≡/ である。 
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