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この章では，ディラック方程式を導入し，量子電気力学に対するファインマン則に

ついて述べ，計算のための有用な道具立てを開発し, QEDのいくつかの典型的な結

果を導き出す．その取り扱い方法は， 4章におけるスピン1/2の定式化だけでなく, 2

章， 3章， 6章の内容に頼るところが多い．そして今度は， この7章が以降の章すべて

のための不可欠な基盤となる （しかし，例題7．8と79節は，それらに関連する8章

と9章の一部とともに飛ばしてもよい)．

7.1ディラック方程式

6章の「ABC」模型は完全に理にかなった場の量子論になっているが，実世界を記

述していない． というのも，粒子A,B, Cはスピン0であるのに対して， クォーク

やレプトンはスピン1/2だし，力の媒介粒子はスピン1だ． スピンを考慮に入れるの

は，代数的に厄介だ．だからこそ，そのような厄介事のないトイモデルという文脈で

ファインマンの計算方法を紹介した．

非相対論的量子力学では，粒子はシュレーディンガー方程式によって記述される．

相対論的量子力学では， スピン0の粒子はクラインーゴルドン方程式により， スピン

1/2の粒子はディラック方程式により， スピン1の粒子はプロカ方程式により，記述

される． しかし， いったんファインマン則が確立されると，そこにある場の方程式は

背後に隠れてしまう．だからこそ， クラインゴルドン方程式に言及することなく6章

をやり通した． しかし， スピン1/2に対するファインマン則の表記は，ディラック方

程式をそれなりに知っていることをあらかじめ前提としている．そこで，次の三つの

節では，紛れもなく，ディラック理論を学習する．

シュレーディンガー方程式を「導出する」一つの方法は，古典的エネルギー・運動

量保存の関係から始めることだ．

Ｅ／’十
〆
示 (7.1）
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量子化の処方菱

a
（72）p→一流▽, E→瓶尻

を適用し， その結果得られる演算子を「波動関数」山に作用させる．

万2
－－▽2'IJ+VIJ=j向型 （シユレーデインカー方程式) (7.3)
27n at

クラインーゴルドン方程式はまったく同じ方法で求められる．相対論的エネルギー．運

動量の関係E2_p2c2=m,2c4, あるいは（よりよいかたちをしている）

p“pメルーm,2c2=0 (7．4）

から始める （ここからは， ポテンシャルエネルギーを落とす．つまり， 自由粒子に話

を限る) ．驚くべきことに，量子置き換え（式(7.2)）は相対論による修正を必要とし

ない．つまり， 4元ベクトルの表記法を使って，

／ワ反1
｛I・リノp仰→流a〃

と読み替える． ここで*’

〃

ａ
範ａ〃

ａ (7.6）

と定義する． これは以下を意味する．

la _ a a a

〃．-萩Ⅲ 〃=扉， 〃｡=易 〃‘=露
式(7.5)を(7.4)に代入し微分を波動関数妙に作用させると*2

／毎房、

(j･イノ

一向2"4a",妙m2C2TJJ=0 (7.8）

あるいは

歩窯報璽職=(等)､暇 ｛ｸﾗｲ夢ゴﾙドﾝ方樫式｝ ！"）
を得る

*’空間と時間の把脾という反変4元ベクトルに対する勾配は，それ自身が共変4元ベクトルとなって

いる． ゆえに,添字が存在する．すべてを書き出すと,式(7.5)は(E/c,-p) -→瓶(昔晶,▽)とな
る． もちろん, a"=a/a輯↓！である．問題7.1を見よ．
*2非柑対論的量子力学では，波動関数には大文字(W)を用い， 妙は空間成分のために残しておくの

が悩習だ（式(5.3)) ．相対論的理論では， より一般的に波動I災l数EI身に妙を使う．
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実際のところ， シュレーディンガーは，彼の名を冠した非相対諭版の前にこの方程

式を発見していた． ところが， （クーロンポテンシャルを入れて）水素のボーア準位を

再現できなかったときにそれを捨ててしまっていた．問題は，電子はスピン’/2をも

つが， クラインゴルドン方程式はスピン0の粒子に適用されるものだということであ

る． さらに， クラインゴルドン方程式は, lu(T)|2が位置Tに粒子を見出す確率であ

るというボルンの統計的解釈に適応していない． この困難の原因は， クラインゴルド

ン方程式がtに関して2階微分*3になっているということである．そこで，デイラツ

クは，相対論的エネルギーと運動量の関係式に無矛盾で，かつ，時間に関する，階微

分の方程式を探し出すことを目指した．皮肉にも1934年にパウリとワイスコップは，

相対論的な理論*4では統計の解釈をやり直し， クラインーゴルドン方程式を正しく再解

釈しなければならないことを，そして一方でディラック方程式がスピン’/2の粒子に
対するものであることを示した．

ディラックの戦略はエネルギーと運動量の関係（式(7.4)）を「因数分解」すること

であった． これは， もしpOだけだったら （すなわち, pがゼロであれば）簡単だ．

(po)2 m2c2=(po+mc)(po_mc)=0 (7.10)

これにより，二つの1階微分の式を得る．

(z)0-mc)=0あるいは (po+mc)=0 (7.11)

どちらかが, p/4p陛一m,2c2=0を保証する． しかし，空間成分が入ってくると話は別

だ．その場合，以下のようなかたちをしたものを探すことになる．

(zJ>－r"2C2)=(β侭p"+mc)(γ入p入-mc) (7.12)

ここで， β侭とγ入はこれから決定されるべき8個の係数である*5．右辺を乗じると

β侭γ入p編p入 mc(βパーγ代)p侭一771,2C2

を得る． p代に線形な項は望ましくないので， βバーγ侭を選ばなければならない． 目的

*3シュレーディンガー方程式はtに関する1階微分だということに注意せよ．

*4相対論的な理論は対生成や対消滅を扱わなければならないので，粒子数は保存量ではない．

準5もし表記法で混乱するとしたら，式(712)を「長々と」言いておこう．

(pO)2_(pl)2 (p2)2_(p3)2－77,2C2=(BOpO_B1pl－β2p2－β3p3+77ZC)
×("yopo－戸y1pl-72p2－ﾊy3p3-,mc)
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を達成するためには，

p脾p狸＝′ソパ'γ入pKp入

となるような，すなわち

(pO)2_(pl)2 (p2)2_(p3)2=(,YO)2(pO)2+(71)2(pl)2+(72)2(p2)2

+(73)2(p3)2+("yqy1+,y1,y0)pOpl

+(70'y2十,γ270)pOp2+(70,y3+,y3,yO)pOp3

+(71,y2+,y271)p,p2+(,y173+,y3,J,1)plp3

+(,y2,y3+7372)p2p3 （7‘13）

を満たす係数,γ侭を見つけなければならない．何が問題かわかるだろう． ′γ0＝1，

Py1="y2="y3=jを選んでもよいが，交差している項を乗り除く方法があるようには

見えない．

ここでデイラックは素晴らしいひらめきを得た． ，γが数字ではなく行列だったらど

うなるだろうか．行列は非可換なので，

h,0)2=1, (,y1)2=(72)2=(,y3)2=_1
（7.14）

′γ"γ〃＋71ﾉγ〃＝0， 〃≠zノ

となる組み合わせを見つけることができるかもしれない． あるいは， より簡潔に書くと

｛γ",γ似}=29"" （7.15）

である． ここで， 9岬はミンコフスキーの計量（式(3.13)）で， 中括弧は反交換関係

を意味する．

(7.16）{A,B}=AB+BA

読者自身がこの問題を解いてもよい． ただし，解けることには解けるが，そのための

最小の行列は4×4ということがあきらかになる．本質的には同じ「ガンマ行列」の

組み合わせがいろいろある． ここでは， 「ブヨルケンとドレル」による標準的な表記を

使う ［1]．

、『－(; _11 ":-(4｡ W) '""
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ここで, o' (1=1,2,3)はパウリ行列（式(4.26))で, 1は2×2の単位行列を, 0

は2×2のゼロ行列を意味する*6．

4×4の行列方程式とみなすと，相対論的なエネルギー．運動量の関係は因数分解で

きる．

(p"p"-m2C2)=(γ侭P,､+'nc)(γ入P入-mc)=0 (7．18）

どちらか一つの項を落とすことで（どちらを選ぶかは重要ではなく，いまここで使う

のは慣習によるものだ． 問題7．10を参照） ようやく，ディラック方程式を得る．

γメルp/4 m,c=0 （7.19）

最後に量子置き換えp/4→流a"を行い（式(75)) ,その結果を妙に作用させると

瓶γJJ'a似妙一mcijj=0 (デイラツク方程式） （7.20）

となる． 妙がいまここでは四つの要素をもつ列行列になっていることに注意せよ．

‘='i:1 （7.21）

妙3 、 ′

い/’

これを「バイスピノル」あるいは「デイラックスピノル」とよぶ（四つの成分をもつ

が， これは4元ベクトルではない． 7．3節で，慣性系を変えるとどのように変換する

かを示す． それは，通常のローレンッ変換ではない)．

7.2ディラック方程式の解

妙が位置に依存しないとしよう．

並＝型＝型＝0 （722）
a〃 ay az

式(7.5)から， これは運動量ゼロ(p=0)の状態を記述している，つまり，粒子が静

止している。すると，デイラック方程式（式(7.2(〕)）は以下になる．

*6文脈から不定性がない場合は, 1と0をこのように2×2あるいは4×4行列に使う． また，式

(7.15)の右辺のように，必要なときは単位行列は適当な次元になっている．偶然にも， ヮは4元ベ

クトルの空間成分ではないので，上付きと下付きの添字を区別しない．つまり7 0t ==dfだ．
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”
尻

０
句
Ｉ

流
一
Ｃ

-mcuj=0 (723）

あるいは

に)(:鮒)--Ⅷ

。，-(:;）
ゆの上の2成分からなり，

‘"-(::）

(::）
旬

〃ZC≦

(724）
尚

一二禿
一一Lq

(7.25）

は，列行列

(7.26）

は，下の2成分からなっている． よって，

等=-(芋)“ ‐等=-ｲ芋)噸”
となり，その解は

"A(t)=e-'(mc2/")t"A(0), "B(t)=e+i(mc2/")tijjB(0)

である．

式(5.3）を参照すると，

(7.27）

(7.28）

e zEt/h (7.29）

という因子が，エネルギーEの量子状態の時間依存性を特徴づけるものだということ

がわかる．静止している粒子ではE=m,c2なので， まさしく妙Aがp=0のときに

期待すべきものとなっている． しかし，妙Bはどうだろうか．一見，負のエネルギー状

態(E=-mC2) を表現している． これが, 1章で述べた有名な難題だ．ディラック

は当初，不必要な状態すべてで満たされている，見えない負のエネルギーの「海」を

仮定することでその問題を回避しようとした*7．その代わりにいまわれわれは， 「異常

催7たんに, TJIB=0にして「負のエネルギー」解は「物理的に不可能」だと要求し，それらを忘れて

しまえばよいのに， と思うかもしれない． しかし運悪く，そうはできない．量子系では完全系が必要

で，正のエネルギー状態だけでは完全ではないのだ．
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な」時間依存性をもつ解を，正のエネルギーをもつ反粒子だとみなす*8． よって， （た

とえば）“が電子を記述する一方で，妙Bは|場電子を記述する．それぞれが2成分の

スピノルであり， まさしくスピン1/2の系になっている．

結論:p=0のディラック方程式は， 四つの独立な解をもつ（とりあえずいまは規格

化因子は無視しておく） ．

‘ …'”wJI(1)=c"""2/"' | 9

I： ！:ﾉ｜
（730）

： 鮒脚)=e+…"",/:1’/01
tJI(3)=gHI,~' 9

O

I;ノ 1，/‘

これらはそれぞれスピン上向き電子，下向き電子， スピン下向き陽電子*9，上向き陽

電子を表す．

次に平面波解を見ていく＊'0．

妙(")=qe-jA"u(k) (7.31)

妙(韮)がディラック方程式を満たすような4元ベクトル陶仏とそれに付随するバイスピ

ノルu(k)を見つけたい（αは規格化因子で，現在のわれわれの目的には重要ではない

が，後で単位を正しく保つために必要だ)． 砥の依存性は指数の中に押し込められてい

るので，

(7.32）a"=-ik"''

＊8シユレーデインガー方程式において, 'jの符号は純粋に仙習である． シユレーデインガーが反対の

選択をしていたら, eZEt/ﾊがｴﾈﾙギｰEをもつ静止状態の｢普通の」時間依存性になっていた．

相対論的理論ではどちらの符号も表れて，適切な解釈を行うと，反粒子の存在を意味することになる．
＊9反粒子のスピンの向きが「逆」であることに注愈せよ． （覚えておくのに手頃な）デイラックの解釈

によると，妙(3）はスピン上向きで負のエネルギーをもつ電子になり，その空いた場所（｢海」の「穴｣）
がスピン下向きで正のエネルギーをもつ|場電子のように振る舞う．

*,oここでは， 肉 :r＝ﾉcJLcIJ/4=A)0ct ﾉc γなので，指数関数の実数部分がcos(jpoct－ん『）とな
り，向き鹿で伝播する （角）周波数(AJ=cAFo,波長入=2"/|"|の正弦平面波を表す．
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となる率''、 これをディラック方程式(720)に代入すると

ノ17"'k"e-.jjc･m秘一m,ce-iJc･z2L=0

あるいは

(/17"ん''-mc)'"=0 (733）

を得る． この方程式は純粋に代数であり，微分がないことに注意せよ． uが式(7.33)
を満たせば， 妙（式(7.31)）がデイラツク方程式を満たす． さて，

1
－た．ぴ

-AFo
/

（7.34）

なので，

(‘伽臓) (_月胸剛)IM:)
{照鵡却剛:）

(/Ty"k〃－γ凡c)u=

＝＝

となる． ここでは，以前と同様に下付き添字Aは上の2成分を表し,Bが下の2成分

を表す．すると，式(7.33)を満たすには，

1 1

"4=kO-hic/ii(Icc)"B' "B=wb+%""(んロ)ILA （7.35）

でなければならない． 2番目の式を1番目に代入すると

1

(ん･o)2U,A (7.36）uA＝

(AIO)2-(mC/h)2

となる． しかし

朧'’これは正しそうに見えるが， もし気になるなら簡単に碓かめられる．

，‘俊一“．=('/副島鵬，…… ＝一蛾0e－ノ

である (AFo=A:0) . 同様に

ale雄･範 ・フ1 狐:“＝二 m代e

となる ("'=-A,)
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・
２

１

’
０
胸・

め
し
ｚ

Ｏ
・
Ｚ
｜
我

／
ｆ
ｊ
ｌ
ｌ
ｌ
、
、
鯨

ｙ
し
ん

ん
ｉ

＋
ｊ

、
１
１
１
Ｊ
ノ
〃
γ
門

司
上
（
Ｕ
・
２

雌
十

ｎ
Ｕ
１
土
範

／
ｊ
ｌ
、
仙

脇
／
１
１
、

ぴた

(7.37）

なので

に融馬峨期, :'IMW津鰄か”(ﾉcd)2＝

（7.38）

である． ここで， 1は2×2の単位行列である （この1回だけ明示的に書いておく） ・

ゆえに，

た2
（739）

UA=(A:0)2_(mC/")2UA

であるので*'2，

(AO)2_(mC/h)2="21 もしくはA2=〃』k"=(mc/h)2 （7.40）

となる．すると, "'=exp(-ik･")u(A)がディラック方程式を満たすには， 向尚“は粒

子に付|随する4元ベクトルでその「2乗」は77T,2C2にならなければならない. もちろ

んわれわれはそのような物理量を知っている．エネルギー運動量の4元ベクトルだ．

あきらかに

"#==tp"/h (7．41）

である．正の符号(e-'Et/方の時間発展）が粒子の状態に，負の符号(e+iEt/凡の時

間発展）が反粒子の状態を表す．

式(7.35)に戻ると （そして式(7.37)を使うと) ，デイラック方程式の四つの独立な

解を組み上げるのは単純なことだ．

(,．革叩"）(;）(;）
p・ヶ （

を選ぶと ’ﾙB＝(1) ′ﾋﾙA＝ ＝＝

po+m,c E+mc2

率'2式(7.39)からは． u,A=0も解となる． しかし，前とl司様に式(735)から始めて今度は1番目を
2番目に代入すると， 1ﾙAが'uBに置き換わった式(7.39)を得ることになる． よって， uAと14Bの
両方がゼロにならない限り （そのときは，解は一つもない)，式（7.40）が成立しなければならない．
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（1）
(;）
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(1)-
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／
１
１
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／
Ｊ
１
Ｉ
、
／
Ｊ
１
Ｉ
、

p・ぴ ｛

を選ぶと ’LB＝(2) MA=
E+m,c2

C

pU+mc

p・ぴ

１
１

１
Ｏ
Ｏ
１

１
１

を選ぶと uA＝(3) uB=
po+m,(

p・ぴ

E+mc2

C

を選ぶと ？ﾙA＝(4) uB=
pO+m,c E+m,c2

(1)と(2)に対しては式(741)の正の符号を使う必要がある． さもないと,p→0 (静

止系）でtLB (反粒子成分）が大きくなり発散してしまう． これらは粒子に対する解

だ． (3)と(4)に対しては式(741)の負の符号を使わなければならない． これらは反

粒子に対する解だ．

これらのスピノルに対する便利な規格化は*'3

i‘↑Ⅷ=2E/c

である． ここで， ダガーは転置共役（あるいはエルミート共役） を意味する

／α1’
β

↑｣＝ →剛↑＝(α*β*γ*6*）
7

’ぃノ
、 ノ

(7.43）

なので，

‘"『秘＝|α'2＋|β'2＋'7'2＋'612

となる．その結果として得られる規格化因子（問題7.3）

(7.44）

Ⅳ＝、/(E＋'γIC2)/C (7.45）

を使うと，四つの基準解は

*13uを何倍してもそれもまた式(7.33)の解であることに注意せよ・規格化はたんに全体の係数を決める

だけである．実際のところ， さまざまな文献で少なくとも三つの規格化が使われている. w,tu=2E/c
（ハルツェンとマーチン),utu=E/77'c2 (ブヨルケンとドレル) , ,",*14=1 (ボゴリューボフと
シャーコフ)． この例の中では，私はブヨルケンとドレルのものは避ける.m－，0のときに見せか

けの困難を引き起こしてしまうので．



72デイラツク方程式の解 2争夕

／ I
／

／ 0 ，
1

u(2)=N c(pｺﾇｰjpy)

1

0

c(pz)u,(1)=A
(7.46）

｜回十77T,C2
| c(p"+jpy)

IE+mc"/
ノ ／ ･ ＼ 、

/c(p砥一zpz/ノ、

２
Ｃ
、
』

２
Ｚ

γ
ソ

７
の
ｆ

＋
卜

Ｅ
Ｃ

IE+rnc2 /
/ c(pz) 、

２
Ｃ
、
Ｊ

へ
も
ｚ

７
ｊ

７
け
卜

＋
卜

Ｅ
Ｃ

E+m,c2

c(p謬十",ﾉ）
U(1)=JV U(2)=－Ⅳ (7.47）E+m,c2

10

ノ1
／

尻
Ⅷ （粒子) 、

｜
E+m,c2

1

0
／

(反粒子）

（I
、

"=Qe-2pa I〃＝αe叩･"/h,2ノ (7.48）

となる．見るとわかるように， ここから反粒子に対してUという文字を使うのは（そし

て, ,U(2)に負の符号を入れるのは）慣例である．粒子の状態が運動量空間のデイラツ

ク方程式（式(7.33）を参照） を

（γ似p"－mc)u=0

という形式で満たす一方，反粒子（U）は

(7.49）

(7"pI#+mc)U=0 (750）

を満たすことに注意せよ. TL(1)がスピン上向きの電子を, u(2)がスピン下向きの電子

を， ′U（1）がスピン上向きの陽電子を， 心(2)がスピン下向きの陽電子を記述すると思う

かもしれないが*'4，それは正しくない．ディラック粒子に対して，スピン行列は（式

(4.21）を一般化すると）

／ 、

(::）
四

阿
－
２

Ｓ ただし四三 (7.51）

となり，たとえば, u,(1)がEzの固有状態になっていないことを簡単に確認できる． し

かし， もしZの方向を運動の向きにそろえると （その場合paJ=I)I/=0となる) , u(1),

u,(2), U(1),そして⑳(2)はSzの固有スピノルとなり, u(1)とむ(1)がスピン上向きに，

*14陽電子のスピンの向きについては，脚注＊9を参照せよ



2m 7量子電気力学

u,(2)とTJ(2)がスピン下向きになる*15 (問題7.6).

ちなみに，平面波はもちろんデイラック方程式に対する特別な解である. しかし，

それらはわれわれにとって興味深いものだ． なぜなら，それらは， あるエネルギーと

運動量をもった粒子を記述し，多くの実験でコントロールし測定し得るパラメーター

だからである．

7.3双一次共変形

ディラック方程式のスピノル成分は，ある慣性系から別の系に移るときに4元ベク

トルとして変換しないということを71節で述べた．ではどのように変換するのだろ

うか． ここではそれを導出はせずに（問題7．11でやることになる)， たんにその結果

を引用する． 〃方向に速さUで移動する系に移るには，

妙一妙ノ=S"

とすればよい． ただし, Sは以下の4×4の行列で

／

IIQ+
、

（‐ "二"1-K"J｡｣ "* ' ljL
0

s＝α十十α－γ071＝

、"J“ “*′ ｜"‐

(7.52）

、

α－1

0

（）

0 0

α＋ q－

a－ α十

0 0

(7.53）

α＋ノ
Iノ

α士は

、
●
ｌ
ノ

ー‐
士γ

／
●
Ｉ
、

１
’
２

１
１
Ｍ
Ｖ

‐
土 (754）α士

であり，通常のようにγ=1/I/1_U2/C2である．

スピノル妙からスカラー量を導出することを考えよう

意味があるだろう．

以下の式を考えてみるのは

*'5実際のところ，デイラック方秘式に対する平面波解とS薯の固有状態を同時につくることは不可能

だ(p=pg2という特別な場合を除いて) ． その理由はSIfl身が保存量ではないことにある．全角
運動量L+Sだけがここでは保存する （問題7.8) .ヘリシテイ2･p(運動の向きについての軌道

角運動量は存在しない）の固有状態をつくることは可能だ． しかし， これらはどちらかというと面倒

で（問題77)，実際的には，物理的解釈がそんなにすっきりはしないが，式(746）と（747)のスピ
ノルを使う方がより簡単である． ここで大事なのは，すべての解（完全系） を得ることである．
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，/砂,1，

妙↑妙＝(燭蛎蝿噛） 妙2 ＝'妙,2＋'妙2'2＋'妙3'2＋'妙42 （755）

！:：ノ
だが不運にも，以下の変換をしてみればわかるが， これは不変ではない*'6．

(妙↑妙)'=(妙')↑妙'=妙↑S↑S唯≠(’妙) （7.56）

実際（問題713) ，

{_"!""-"f")拳1 (7.57)
／

SiS=S2=7

である． もちろん， 4元ベクトルの成分の2乗和も不変ではない．空間成分に負の符

号が必要なのだ（式(3.12)) ．少し試行錯誤をしてみればわかるが， スピノルの場合，

3番目と4番目の成分に負の符号が必要となる． 3章で負の符号を正しく付けるため

に共変4元ベクトルを導入したように，今度は随伴スピノルを導入する．

J="70=("媚一蝿一樋） (7．58）

すると

"=,ptyOf/j=|", |2+|"212_'/'312-|Tj412 （7.59）

という物理量が相対論的に不変である． よって, S↑γ0S=70に対しては（問題7．13)

（妙妙)'＝(妙')↑,γ0妙'､JS↑γoSIJ)=妙↑γow/,=" (7.60)

である

*'6積の転置は，転置の掛け算の順序が逆になることに注意しよう．

（AB)5＝(AB),‘＝ZAjkB府，
k

=EBJAA:j=(BTAT)"
ん

エルミート共役についても同じことがいえて

半 ＋ ＋

(AB) '=B'A'

である
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4章で，パリティ変換P(", z/,z)-今（－髄,-l/, z)のもとでの振る舞いの違いをも

とに， スカラーと擬スカラーを見分ける方法を学んだ．擬スカラーは符号を変えるが

スカラーの符号は変わらない．”が前者なのか後者なのかを知りたくなるのは当然

だ． まずPに対してデイラックスピノルがどのように変換するかを知る必要がある．

ここでもそれを導出することはせずに， たんに結果を引用する （問題7.12)*'7.

'〃-→妙＝,yoTj
ノ ノノ

(7.61）

これから

(")'=('′')↑γ0妙'＝〃(70)↑γ070妙＝'70秒＝伽 (762）

となることがわかり， よって， （”)はPのもとで不変である．すなわち「真の」ス

カラーだ． しかし， 抄から擬スカラーをつくることもできる．

I D1

V)γ妙 (7.63）

ここで

。｡=御‘輔‘祥=(! ;） ’『"’
である． ローレンツ不変になっているかのチェックは読者に任せる （問題7.14)．パ

リティ変換のもとでの振る舞いから

(伽5妙)'＝(妙')↑7075妙'＝妙↑〆ｿ0707570妙＝妙tγ570妙 (7.65）

となる （最後の等号のところでは， （γ0)2＝1という事実を使った) ． ここでは， 70

はγ5の「間違った側」にいる． しかし，それがγ1, 72, 73と反交換関係にあること

(式(7.15))，そして（当然だが） 自身と交換する （γ3,γ0＝－γ0')/3, ')/2FyO ==-7072,

7'70=-7071,7070=y0Py0) ことに気をつけると， γ5を「通り抜けさせられる」

ことがわかり、 よって

γ5')/0=j,γ07172,γ370=(-1)3,)'O("0,γ17273)=－γγ
0 5

となる． 同様に， γ5は他のすべてのγ行列と反交換だ．

｛γ",γ5｝＝0 (766）

'7式(761)の符号は純粋に定義の問題だ． _70,山でもまったく櫛わない
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よって，

(‘75噸)'＝－妙↑γ0γ5妙＝－(,酎5妙） (7.67）

なので，擬スカラーだ．

全部で, jとjは’から4までの数なので, T/'"jのかたちの（妙＊から一つの成分

を， 妙からもう一つの成分を取り出す） 16個の積が存在する． これら16個の積をさ

まざまに線形結合させて物理量を構築することができ，変換したときの振る舞いの違

いから以下のように分類できる．

(1) ’妙＝スカラー

(2) ’75妙＝擬スカラー

(3) '7"妙＝ベクトル

(4) ’7"γ5妙＝擬ベクI､ル

(5) ゆぴ鰹しゆ＝反対称テンソル

(1成分）

(1成分）

(4成分）

(4成分）

(6成分）

(768）

ここで

｡Iﾙ三:(γ"γ"－7ﾚ7腿） （7“）
畠

である． これにより16個の項が得られ， これらがつくることのできるすべてである．

たとえば，妙＊とゆで対称な双一次テンソルを構築することはできないし，ベクトルを

つくろうとすると"y"妙が唯一の候補となる*'8. (別の考え方はこうだ. 1, 1/5, 'y",

γ"75がすべての4×4行列の「基底」を構成し，いかなる4×4行列もこれら16個

の線形結合で表される． とくに，たとえば5個のγ行列の掛け算に出合ったとしたら，

それは2個以内の積で書き直せると思ってよい) ．

少し立ち止まって式(768)の巧妙な表記法を味わってみよう．双共変形のテンソル

の性質に加えて，パリティに対する変換性さえも一目でわかってしまう． ‘γI』V》は4

元ベクトルのように見えて，確かに4元ベクトルになっている． しかし， γ必そのもの

はあきらかに4元ベクトルではなく，四つの特定の行列の集まりだ（式(7.17)) ．それ
らは別の慣性系でも変わらない．変わるのは妙で， ちょうど， テンソルの特徴をもつ

*18砂70妙＝妙f7o,γ()Tjj=IJ妙なので妙十妙は実際のところ4元ベクトルの第0成分となっているこ
とに注意せよ．それこそが，最初は奇妙に見えた規格化の'|fi例（式(743))が実際には非常に賢いも
のだったという理由なのである． u↑,【↓を4元ベクトルγﾒ』の第0成分に規格化することで，相対論
的には「自然な」 ‘|貫習を選んでいたのだ（問題7.16) ．
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たジャムが挟まれた「サンドイッチ」のようになっているのだ

7.4光子

古典電気力学では，電荷密度β，電流密度Jによって生成される電場と磁場(Eと

B)は， マクスウェル方程式によって決定される*19.

laB

(i) V.E=47rp (ii)▽×E+一-=0
cat

（7.70）
13E 47T

(iii) V.B=0 (iv) ▽×B－－－＝－J
cat c

相対論的な表記では,EとBが一緒になって反対称の2階のテンソルを形成し’ 「場

の強さを表すテンソル」F"I'は

,/0 -E" -E， －Ezi,

E⑱ 0 -Bz B"
Fﾉﾙﾚ＝ （7.71）

EU Bz O -Br

い， -BU B:c 0 ノ

である （つまりFo1=-EE, F12=-Bzなどだ) .一方， βとJは4元ベクトル

JI*=(cp,J) (7.72)

を構成する．マクスウェル方程式の非斉次な部分，すなわち式(7.70)中の(i)と(iv)

は， テンソルの表記を使うと， よりすっきりと書き直すことができる （問題720) ．

a/JF似"＝竺J" (7.73)
C

F“〃の反対称性(Fﾚﾉ』＝一Fルル）から，〃は発散がゼロだということがわかる （問

題7.20)．

(774）a/処J"=0

あるいは， 3元ベクトルの表記法だと, v･J=-ap/atとなる． これは「連続の式」

であり， 局所電荷保存を表現している （問題7.21) ．

*'9この節では，古典力学にある程度慣れ親しんでいることを仮定している．つまり，量子電気力学で

の光子の描写がよりもっともらしくなるように書かれている． いつものように，ガウスのCGS単位

系を使う．
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マクスウェル方程式の斉次な部分，すなわち式(7.70)の(iii)は,Bはあるベクト
ルポテンシャルAの回転で耆けることを意味する．

B=▽×A (775）

これを使うと, (ii)は

/_ 18AI

▽×(E+i房ノ==0
となり,E+(1/c)(aA/at)はスカラーポテンシャルVの傾きとして書ける

laA
E=－▽V－－－

cat

相対論的な表記では，式(775）と（7.77)は

(776）

′毎毎房､

(イ･イjノ

F""ノ=a""ALノーa1ﾉAﾒ〔 (7．781

となる． ただしここで

A"=(MA) (7.79)

である． この4元ベクトルで書いたポテンシャルを使うと，マクスウェル方程式(773）
の非斉次の部分は

a"a"A”－""(a"A")=竺J" (7.80)
C

と読める．

古典電気力学では，場は物理的実体である． ポテンシャルはたんに便利な数学的な

構成物だ．ポテンシャルを使った定式化のご利益は，マクスウェル方程式の斉次の部

分を自動的に面倒みてくれることだ．式(7.75)と(777)を与えると, VとAが何で

あれ，すぐに式(7.70)の(ii)と(iii)が導き出される． これにより，われわれは非斉次

な方程式(780)だけを気にすればよいことになる． ポテンシャルを使った定式化の短

所は, VとAを一意的に決定できないことだ．実際，式(7.78)から，新たなポテン
シャル

AルーA"+ajL入 (7.81)

でも同じ結果になることがわかる（ここで入は場所と時間に依存するどんな関数でも

よい) ． というのも, a"A1/'一aしA1しノ=aﾉ4Aし－8"Aノルだからだ．そのような場に影
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響を与えないポテンシャルの変化は「ケージ変換」 とよばれる． このケージの自由度

を利用して， さらにポテンシャルへ余分の制約を課すことができる(31.

(7.82）6ﾒ4A"=0

これはローレンツ条件とよばれる． これを使いマクスウェル方程式(7.80)をさらに単

純化させることができ，

□A"=4ZJ1｣ （7.83）
C

となる． ここで，

162
口三a"6"=4－－▽2 （7.84）

cat2

は， ラプラシアン （▽2）の相対論的拡張で「ダランベルシアン」とよばれる．

しかし， ローレンツ条件を課してもまだA狸を一意的に決めることができない．ゲー

ジ関数入が波動方程式

(7.85）口入＝0

を満たすなら，式(7.82)の関係を乱すことなく，別のケージ変換が可能であるからだ．

運悪く,A1』に残っている不定性をすっかり取り除く方法はなく，不定であることを受

け入れる，すなわち，見せかけの自由度を許容するか，理論がローレンツ共変であるこ

とをわかりづらくする追加の制約を課すか， どちらかを選ばなければならない.QED

の定式化の際には両方のアプローチが使われた．われわれは後者に従う． ．〃＝0と

いう何もない空間で

(7.86）Ao=0

を採用する （問題7.22)． ローレンツ条件は

▽.A=0 (787）

となる． この選択（クーロンゲージ）は単純で魅力的だが，一つの成分(AO)を特別

に扱うことで，われわれをある特定の‘|賀性系に縛りつけてしまう （というか，むしろ，

あらゆるローレンツ変換とあわせて， クーロンケージ条件が|Ⅱ|復するようにゲージ変

換をしなければならない)．実際には，めったに問題にしないが，審美眼的には魅力的

ではない．
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QEDでは,A"は光子の波動関数になる． 自由光子は〃==0で式(7.83)を満たす．

□A"=0 (7.88)

は，いまの文脈では，質量のない粒子に対するクラインーゴルドン方程式(79）とみな

す．デイラック方程式のときと同様に， 4元運動量p=(E/c,p)をもつ平面波解を

探す．

l"(")=('e (t/ii)p錘E"(p) (7．89）

ここで， E“は侃極ベクI､ルで光子のスピンを記述し， αは規格化因子だ．式(7.89)を

式(7.88)に代入すると, p似に対する制約

p"pjL=0あるいはE=|p[ (790）

を得る． これは，そうであるくきょうに，質量のない粒子に対するものである．

一方， E〃は4個の成分をもつが，それらがすべて独立というわけではない． ローレ

ンツ条件（式(7.82)）により，

p〃EIJ=0 （7.91）

が要求される． さらに， クーロンゲージだと

EO=0 なのでe･p=0 (7.92)

となり，偏極の3元ベクトル(E)は伝播する方向に対して垂直になっていることを

意味している． われわれは自lll光子のことを「横偏極している」という*20. さて，い

ま存在するのは,pに垂直な，線形的に独立な二つの3元ベクトルである． たとえば，

pがzの方向を向いているとしたら，

e(')=(1,0,0), E(2)=(0,1,0) (7.93）

を選んでよい． ある与えられた運動量に対して四つの独立な解（スピンlの粒子に対

して多すぎる） をもつ代わりに， たった二つだけが残ったのだ．それは少なすぎるよ

うに感じる．光子は三つのスピン状態をもつべきではないのか．答えは否だ． スピン

sをもち，かつ有限質量をもつ粒子は2s+1個の異なるスピンの方向をもつが，質量

ゼロの粒子はスピンによらず二つの状態しかない（ただしs=0を除く．それは1個

*2Oこれは，電磁場は枇波であるという事実に対応している
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しかない)．運動の方向に沿って，ヘリシテイmS=+1かm,s= 1しかもたないの

だ．いい換えると，それは+sかsしかもてないのだ*21.

7.gQEDに対するファインマン則

72節で，運動量p=(E/c$p),エネルギーE=､/m2C4+p2C2をもつ自由電子

と陽電子は以下の波動関数で記述されることを見出した*22.

電子 陽電子

妙(")=qe-(t/ji)""'"(s)(p) 'J'(")=qe(j/fi)か謎U(s)(p) (7.94）

ここで, s=1,2はスピンの状態に対応する． スピノル皿(s)とtﾉ(s)は運動量空間の

ディラック方程式を満たす．

(7"p"-mc)u=0 ('y"p"+mc)u=0 (7.95)

これらの随伴である‘面＝'u↑70， 5＝‘U↑'γ0は

n(')'"z)"－γnc)=0 "(γ似p"+mc)=0 (7.96)

を満たす．それらは

m(')u(2)=0 5(1)U(2)=0 (7.97)

のように直交しており，

'mL=2mc 5'U=-2mc 、 ，（7.98）

のように規格化され，

7~J"(s)i'(s)=("y"p#,+"mc) アリ(蟹)F(s)=(,y"p"-mc) (7.99)
s＝1，2 s＝112

＊21

γns＝±lの光子の状態は右巻きと左巻きの円偏光に対応している．それぞれの偏極ベクトルは

E士＝干(E(')士ie(2))/､/回である． ある特定のゲージを指定することで非物理的な(m,s=0)解
が取り除かれていることに注意せよ． もし， クーロンのケージ条件を課さない「共変的な」方法に

従ったとしたら，縦偏極した自由光子が理論に存在することになるだろう． しかし， これらの「幽霊」

は他のあらゆるものから分離され，品終的な結果には影糾を与えない．

*22参考として， これまでの節で出てきた重要な結果のまとめから始める． 「電子」 「|場瞳子」といって

いるが，それらは/‘一やﾒ↓＋でもよく， 丁一やT+でもよいし, (適切な電荷をもった） クォークや反

クォークでもよい．要するに， スピン1/2の点電荷であればよい．
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というかたちで完全系をなす（問題7.24) ． よく用いられるわかりやすい表記

{u(1),i'(2),U(1),f〕(2)}は式(7.46)と(7.47)で与えられる．通常， われわれは電子

と陽電子のスピンを平均化してしまう．その場合， これらが純粋なスピン上向きや下

向きとなっていないことを気にしなくてよい．必要なのは完全性なのだ． スピンが指

定されている特定の問題においては， もちろん， そのときの状況に応じて適切なスピ

ノルを使わなければならない．

一方，運動量p=(E/c,p),エネルギーE=|plcをもつ自由光子の波動関数は

光子

A"(")=qe､"j/"･､
f

A"(")＝αe-(‘』/"‘ﾉp"eb (7.100）

で記述される． ここで, s=1,2は二つのスピンの状態（偏極）のためのものだ．偏

極ベクトルef)は運動量空間でローレンツ条件を満たす

Z〕ﾒ&EJ｣,=0 (7.101）

これらは

EM)"e(2)'#=0 (7102)

であることから直交していて，

E"*EI&=-1 (7.103)

のように規格化される． クーロンゲージでは，

Eo=0, E･p=0 (7.104)

となり，かつ，偏極の3元ベクトルは完全性の関係（問題725）に従う．

J~)4｡)e)s)~=6"-", （7.105）
s＝1，2

便利でよく使われるわかりやすい表記(E(1),E(2))は式(793)で与えられる．

ある特定のファインマン図に対応する振lllR_鰯を計算するためには，以下の手順を

踏む．

ファインマン則

L表記法：それぞれの外線に対しては，運動量pl,p2, ･ ･ ･ ,pれを割り当て，線の横
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島ンｰ
I p5
一

「一一－__

し窯延し‘／

p’

~＝ミゾ〆
p， ／
一←

、ハハハハハハヘ

ーーグ、
p3

図7．1 外線付きのQEDの一般的なダイアグラム

(内線は示していない）

に矢印を付けて正の方向（時間の順行)*23を示す．それぞれの内線に対しては，運

動量91,92,…を割り当て， ここでもまた線の検に矢印を描き正の向き （任意に決

める） を示す．図7．1を参照せよ．

外線：外線の寄与は以下に示す．2

Ⅷ
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司
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電孑

陽電子

光孑
■&■
■源

《－テックスでlkl子3バーテツクス因子：そオ しぞれのノ

i(7P,-y"
q互菅I

が掛かる．無次元の結合定数9eは電子の電荷とge=e,/JTf7FE=､/可ﾗ冠のよう

に関係づけられる*24.

4．伝播関数：それぞれの内線に以下の因子が掛かる．

*23もちろん， フェルミオンの場合にはすでに線の上に矢印があって， それが'屯子なのか'勝電子なのか

がわかるようになっている．二つの矢印には互いにｲ11の'製'係もなく， 同じ'句きかもしれないし，反対

向きかもしれない.

*24凡とCを1とするローレンツーヘヴイサイド単位系では． gcは陽岻子の嘔荷であるので，たいてい

の教科書では「e」が書かれている． ガウス単位系を仙う本書では， 間,とcの因子を残す，単位系に

関する混乱を避ける最も簡単な方法は，すべての緒川↓を狐次元数αで表すことである. QEDのファ

インマン11l1を書く|環には，電子と|場電子を扱っていると仮定する．一般的にはQEDの結合定数は

－q,/弱〒7扉である． ただし、 qは粒Iの電荷とする （灰粒子の場合は反対).電子だと9＝_eだ
が， たとえば「アップ」クオークだとq=(2/3)eになる．



75QEDに対するファインマン!!ll 20Z

電子と陽電子: '('y"9"+mc)
α2－777,2C2

-z9"!ノ
光子：

α2

エネルギーと運動量の保存：それぞれのバーテックスで，以下のかたちのデルタ

関数を書く．

５

(27r)464(JC1+k2+A3)

ここで, Aはバーテックスに入ってくる三つの4元運動量である （矢印が外を向

いていたら, Aはその線の4元運動量のマイナスだ)．

6．内線の運動量についての積分：それぞれの内線の運動量qに対して，

d49

（2汀)4

という因子を掛けて積分する．

7．デルタ関数の打ち消し：結果は

(27｢)464(l)l+p2+…－p,,)

という因子を含む． これは，全体のエネルギー・運動量保存に対応している． こ

の'犬l子を消して, 1を掛け， その残りが‘″だ．

それぞれが正しい順序で組み合わせられていることが決定的に重要だ． さもないと，

行列要素の掛け算がちんぷんかんぷんになってしまう．最も安全な手順は， それぞれ

のフェルミオンの線を図中で逆向きにたどってみることだ． （たとえば）外に出ている

電子の線から始めて， （線上にある）矢印が現れるまで，入ってくる電子か出て行く陽

電子として，逆向きに進み， さまざまな線に掛かる因子やバーテックスや伝播関数に

掛かる因子を，それらに出合うたびに左から右に並べていく．それぞれのフェルミオ

ンの線が随伴スピノル， 4×4行列， スピノルというかたち（行ベクトル・行列・列ベ

クトル＝数）の「サンドイッチ」をつくる．一方で，それぞれのバーテックスは反変

ベクI､ルの因子（〃,〃,入,…）をもっていて， ｜池伴する光子の線，あるいは伝播関数の

共変の因子と縮約される （心配することはない．いくつかの例題をやってみれば， こ

れらすべてがもっとよくわかる．だが，将来参考にするために，段取りを定めておき

たかった)．

以前と同様に，概念を大雑把にいうと，問題となっている過程に寄与するすべての
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ダイアグラムを（望む次数で）すべて描き，それぞれに対する振|幅（蔭〃） を計算し，

全振1幅を得るためにそれらを足し合わせ，それを黄金律に入れることで，場合に応じ

て崩壊頻度や散乱断面積が得られる． ときどき現れる新たな追加が一つある． フェル

ミオンの波動関数の反対称性により，二つの同一のフェルミオン外線を入れ替えるだ

けの違いの振'11月を足すときは，負の符号を入れる． どちらのダイアグラムに負の符号

をつけるかを気にする必要はない． というのも， いずれにせよ全振III目は結局2乗され

てしまうからだ． しかし，それらの間の相対的な符号は負でなければならない．

8．反対称性化：入ってくる二つの電子（もしくは出て行く陽電子）を交換するだけ，

あるいは，入ってくる電子と出て行く陽電子を交換するだけ（あるいはその逆）の

ダイアグラムには負の符号をつける．

7.6例

ここまで来ると，量子電気力学の典型的な計算の多くを再現できるようになってい

る．詳細で迷子にならないように，最も重要な過程のカタログ（表7.1）を与えるこ

とから始める．最も簡単なのは電子とミュー粒子の散乱だ． というのも， ここでは2

次のダイアグラム－つだけが寄与している*25.

例題7．1 電子一ミュー粒子散乱それぞれのフェルミオンの線に沿って「後ろに」進

み（図7.2) ， これまでのようにファインマン則を適用すると

I2"'/[,~'""'I,, ']=="[爾隅4)(p4)(i…(s2)(p2)]
X64(Pl P3-9)64(P2+9-P4)d49

を得る．光子の伝播関数の時空の添字が，光子の線の両端でバーテックス因子と交わっ

ているところでどのように縮約されているかに注意せよ． （自明な） 9での積分を実行

*25もちろん，必ずしもeやメルである必要はない．正しい質量と電荷さえ入れれば， いかなるスピン

’/2の粒子でも柵わない（たとえば， eと丁， 〃とT，あるいは髄子とクォークなど)．実際のところ，

多くの本では電子陽子散乱を標準的な例として使っている． しかし，それはむしろあまり適切では

ない． なぜなら，陽子は柵造物であり点状粒子ではないからだ．それでも，陽子の内部柿造を猟視で

きるという範囲内では，悪い近似ではない（太陽系の理論において太'場を点質量として取り扱うのと

同じように) ． もし「ミュー粒子」が「電子」よりもはるかに重い場合にはモット散乱がある． さら

に’ 「電子」が非相対論的な場合はラザフオード散乱がある． それら古典的な公式をQEDが高い*i'i
度で再現する （例題6.4)．
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表7．1 基本的な量子電気力学過程のカタログ

弧
〆
〆

聯
ｘ
ｘ
ｘ
Ｘ

２
弾

電子ミュー粒子散乱(e+""－》e+",)

(モット散乱(M>m,)

＝＞ラザフォード散乱(tJ<c))

岻子電子散乱(e-+e一一→e-+e一）

(メラー散乱）

電子一陽電子散乱(e一+e+-e一+e+)

(バーバー散乱）

コンプトン散乱(,-Y+e一'-Y+e一）

非弾性散乱

XX
X弧
最も重要な3次の過程

:
折総力電、

対消滅(e-+e+－7＋γ）

対生成('-y+γ→e一+e十）

今電子の異常磁気モーメント

し，全体のデルタ関数を落とすと

！"‘望"):[“"．'(鯉"峰Ⅷ!｡‘Ⅷ('1)] [画!"'("餅妙"艫1}("'］ ’71"｝彦溌＝－

という関係を見出す． 四つのスピノルに8個のγ行列をもつという複雑な見かけにか

かわらず， これはたんなる数で，いったんスピンが指定されるとすぐに計算できる（問

題7.26) ．

例題7．2電子一電子散乱この場合は，運動量p3, スピンS3をもつ電子がp1, slの

電子の代わりにp2, s2の電子から現れるという2次のダイアグラムが存在する （図

7.3)． たんに，式(7.106)でp3,S3端→p4,s4という置き換えをするだけで， この振幅

が得られる． ルール8に従い，その二つの引き算を行うと，全振'|眉は
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ノブ’

図7.3屯子電子散乱の「交差図7．2電子一ミュー粒子散乱

，卿‘皇釧1{…"山Ⅱ通い)7"u(刈＆,"'＝

ゞ伽乳)2[両側)7"u(ﾘⅡ…"但［ （7.107）

となる （スピノルをラベル付けするために採用した， あきらかな省略に注意せよ) ．

例題7．3電子－|場電子散乱これにも二つのダイアグラムがある*26． 1番目は電子

ミュー粒子散乱のものと似ている （図7.4）

12")'/[画③(""7"I"I'1]¥[画②"…{蝋］
x64(p,-p3 9)64(p2+9-p4)d49

反粒子の線に沿って「逆に進む」 というのは，時間を順行しているということに注意

せよ．順番はいつも，随伴スピノル・行列・スピノルだ． よって， このダイアグラム

の振1幅は

"--(,4｡[…u(1Ⅲ種(2)7""(4)] (加圏！
である． もう一つのダイアグラムは，電子と陽電子の仮想対消滅の後の対生成を表し

ている （図75) ．

拳26電子-電子散乱および電子一|場電子散乱には二つのダイアグラムがあるのに電子一ミュー粒子散乱に

は一つしかないという事実は，一見，古典的極限と矛盾しているように見える．結局のところ， クー

ロンの法則によると，二つの粒子の間の力が引力になるか斥力になるかは，二つの粒子の電荷にの

み依存し，それらが粒子の状態を変えない（あるいは粒子一反粒子の制約がある）かと・うかには依存

しない．それならば，非相対論的極限では，電子一ミュー粒子散乱の式を使っても電子電子散乱の

式を使っても|可じ結果を得るはずである． しかし，振ll'liが同じではないのは確かで，断面積の公式

（式(634)）には因子Sがついている．祗子一電子散乱では1/2で，髄子一ミュー粒子散乱では1だ．

電子|場電子散乱ではS=1だが, 2番目の振'l1m (式(7.109))は因子(U/c)2によって1番目 （式
（7.108)） より因子(U/c)2だけ小さいので，非相対論的極限では./"1だけが寄与する．
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便
〔

f

（

図7．4電子－|場電子散乱 図7．5電子一陽髄子散乱に寄与する2番目の図

(2雨'‘/[画{副…似'雌‘鋤]等”…‘』'"口11
x64(9-p3-p4)64(p,+p2-9)(z49

よって， このダイアグラムの振il'扇は

，皿器z[m(3)7峻鯉脚Ⅱ副酬,),""(1)] (7109)．/"画＝－

である． さて， これらの振幅を足すべきなのか，それとも引くべきなのだろうか． 2番

目のダイアグラム（図7.5）において，入ってくる陽電子と出ていく電子を入れ替え，

さらに見慣れたかたちに描きなおすと最初のダイアグラム（図7.4）に戻る． というこ

とは， ルール8により，負の符号が必要になる．

一

1，‘2う訓, […"叫Ⅱ魎腫)7""(4)1‐"＝二一

≠ぃ霞訓血I釧剛艸酬鋤Ⅱ…""山｝ ’『皿”
例題7．4 コンプトン散乱電子の伝播関数と光子の偏極を含む例題として， コンブ

トン散乱γ+e→γ+eを考えよう． ここでも二つのダイアグラムがあるが，それら

はフェルミオンの入れ替えの違いではないので，二つの振1隅を足す．最初のダイアグ

ラム （図7.6）から

12")/即I2II""'…僻’
Z("+mc) 1

(‘9.7")"(')卜(3)＊(92_m2C2)
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図7．7 コンプトン散乱に寄与する2番月の図図7．6 コンプトン散乱

64(p, p3-9)64(p2+9-l'4)d49

を得る．それぞれの光子の偏極ベクトルの時空の添字が，光子が生成あるいは吸収さ

れたバーテックスでのγ行列の添字と縮約されていることに注意せよ． また，電子の

伝播関数が，電子の線を後ろにたどるというわれわれのやり方においてどのように入っ

てくるかにも注意せよ． ここで，非常に便利な「スラッシュ」という表記を導入した．

(7.111）似
Ｙ
，

戸
熈

α
ｊ
仇
Ｉ

図7．6に付随する振ll1厨が

"-(""";;"",uc'{""''(2)('|"'､)#(3)*wi')] (7''2}“＝(p,－p3)2－m2c2I極(4)＃(2)('1－'3＋mc)‘(3)*"(1)］ （7112）
となるのはあきらかだ*27．一方， 2番目のダイアグラム （図7.7）から

､"("+"1;_",c2[m('M(3)*(""+"~"(''] (7''3)“＝(p,＋p2)2－m2c2[画(4)f(3)*('1＋'2十mc)f(2)似(1)］ （7113）
を得て，振111園の総和は"″＝‐"i+</"2である．

7.7 カシミール・ トリック

実験によっては，入ってくる電子と出て行く電子（あるいは陽電子）のスピンが指

定され，光子の偏極が与えられる場合がある．その場合，次にすべきことは， ‘〃の式

中に適切なスピノルと偏極ベクI､ルを入れて，断面積や寿命を決定するために実|環に

必要となる量である|〃'2を計算することである． しかしながら， たいてい，われわ

れはスピンには興味がない．典型的な実験は方向のランダムな粒子のビームから始ま

り， ある方向に散乱される粒子数をたんに数える． この場合，関連する断面積は，初

難27ここから先， ＃*はγ"(eii)を意味する． γ行列は共役を取っていない
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期状態のスピンの配位Siを平均化し，終状態のスピンの配位sﾉをすべて足しあげた

ものになっている．原理的には，あらゆる可能な組み合わせについて|¥"(si-→s/)|2

を計算し，その後， それらの和と平均を取ることも可能である．

<|"2)=|"(s,－今sﾉﾙ)|2の初期状態のスピンを平均し，終状態のスピンの和を

とったもの （7.114）

実際には，個々の振ll1月を評価することを一切せずに, <"|2)を直接計算する方がはる

かにやさしい．

例として，電子ミュー粒子散乱の振IIIE (式(7.106))を考えてみよう．両辺を2乗

して

'"'‘-順‘亀鯏｡[…"山Ⅱ"4畑艸馴Ⅱ…"山'｡'副4比測値)1*
（7115）

を得る （〃は先に使われてしまっているので， 2番目の縮約に対してはIﾉを使う）． 1
いちべつ

番目と3番目の（あるいは2番目と4番目の） 「サンドイッチ」を一瞥すると，

G=["(q)r,u(6)Ⅱ種(")r2u(6)]" (7．116）

という一般的なかたちの量を扱わなければならないことがわかる． ただしここで， α

と6は適切なスピンと運動量を, rlとr2は4×4の行列である. 7.6節で記述した

他のすべての過程，すなわち， メラー散乱，バーバー散乱， コンプトン散乱，対生成，

対消滅において， 同様の構造をもつ表現が出てくる． まず初めに，複素共役を求める

(エルミート共役と同じだ． なぜなら，大括弧の中の量は1×1の「行列」なので)・

［面(")r2u(6)]*､"(")↑γOr2u(6)]i="(6)tr370↑剛(oI) (7.117)

また， γ0↑＝70そして(γ0)2＝1であることから

u(6)fr曲γofu(Q)=tL(6)↑γoWor;70"(")=a(6)F2"(") (7118)

となる． ここで*28

r2='yOr;'y0 (7.119)

とした． ゆえに

*28文字の上に付いている線がいまや二つの役目を担うことを認識せよ． スピノルではそれは|随伴

咽＝〃ﾊｿ0 （式(7.58)）であり， 4×4行列ではそれは新しい行列'7=1/orfPyoを定義する．
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G=[n(Q)r,u,(6)Ⅱ種(6)r2"(Q)] (7.120）

である．

粒子6のスピンの方向に対する和を取る準備がようやくできた．完全性（式(7.99)）

を使い，

｛吾｡卿…''""""I"ZG=m(")r
bsPins

＝価(Q)r,("I,+mmbc)r2""(")=a(Q)Qu(q) (7.121)

を得る． ただし, Qは一時的に導入した, 4×4行列の短縮形で

Q=r,("b+m6C)r2 (7.122）

である．次に粒子αに対しても|司じことを行う．

ZZG=玩面(s｡)(p｡)Qu(s｡)(p")
αspins I〕 spins ，sα＝1’2

あるいは，行列の掛け算をあらわに書き表すと*29

．男‘･菫‘雨'…噸…'…!"Ⅷ-．堯必‘{･貢,‘ﾙ碍‘,"…}”
4

=EQ"('"+'"｡c)j#
f,'＝1

4

=E[Q(妙｡+m｡c)],,
f＝1

=n[Q(妙α十'九αc)1 (7.123)

である． ただしここで， 「、」は行列のI､レース（対角成分の和） を意味する．

n(A)=RA,# （7.124）

結論：

Z［面(")r'u(6)Ⅱ風(Q)r2u(6)]¥=Ti{r,(jb+mbc)r2(妙．+m｡c)] (7125)
allsplns

催29これはちょっと変わったうまいやり方なので，注視しよう．二つのスピノルの順番を変えてはなら

ないが， それらの成分はたんなる数字なので, 'mduj =='LLjIZfのどちらで書いてもよい．次のステッ

プでは， この掛け算を行列'、の成分狐として認識する （ここでの，通常とは異なる行列の掛け算，

すなわち，行列が4×1掛ける1×4は4×4であることに注意せよ) ．
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これは，簡略化したように全然見えないかもしれない．実際，膨大だ． だが， スピノ

ルが残されていないことに注意しよう． スピンに対する和を取ると，残っているのは

行列の掛け算とそのトレースを取ることだけだ． これは「カシミール・ トリック」と

よばれることがある． というのも，それをはっきりと初めて使ったのがカシミールだ

からだ[41. ちなみに, (式(7.125)中の） どちらかのuをUに置き換えると，右辺中

のそれに対応する質量の符号が変わる （問題7.28)．

例題7．5

γ〃である

電子一ミユー粒子散乱の場合 （式(7.115)),72=7",よってFy2=,yOγ"↑')/0==

（問題7.29) ． カシミール・ トリックを2回使うと，

《"'：)=4ぃ哩獅)川､似鰄'+mc)-y''(＃卿寺rnc)]
><nly"(,2+Mc)γし(Ij4+Mc)1 (7126)

であることがわかる． ここで，mは電子の質量で,Mはミュー粒子の質量である． 因

子1/4は，初期状態のスピンを平均化したいから付いている．つまり，二つの粒子が

あり， それぞれに二つの可能な方|句があるので，平均は合計の4分の1となる．

カシミール・ トリックを使うと， いくつかの複雑なγ行列の掛け算のトレースを計

算するという問題に落ち着く． この代数は，多くの定理を使うことで容易になる．そ

の定理をこれからリスl､アップする （証明は読者にお任せする． 問題731から7．34

を参照)． まず最初に， トレースに関する三つの一般的な事実について言及しなければ

ならない.AとBが二つの行列，そしてαが数だとすると，

n(A+B)=n(A)+'Iin(B)

Tr("A)=qTY(A)

n(AB)=n(BA)

1

2

３

3番の定理から,Tr(ABc)=n(cAB)=nn(BcA)であるが， これは一般的には，

別の順序の行列の掛け算のトレース, Ti､(ACB)=n(BAC)=Tr(cBA)とは等し

くない．掛け算の一番後ろを「剥ぎ取って」一番前に移動させてもよいが，順序は変

えてはならない．

l. 即し9枠ノ=4

に留意することと， γ行列の根本的な反交換関係（と一緒にそれに付随する「スラッ

シュ」の掛け算のルール） を思い出すことは有用だ．
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5． γ似γ〃＋γL'γ〃＝29/』〃

これらから， 「縮約の定理」

5' 〃＋〃＝2α･6

γ似')/陛＝4

γ似γﾉγﾉ』=－2'盆y"J

')/脾')ノン'1/入γ似＝4aし入一

γ脾')/しγ入')/グ')/似＝ 2'γグγ入'γし

６
ワ
ー
８
９

Ｊ

１

ノ

７
８
９

句
岬

ｊ
仇
α
２

２
／
Ｉ
｜

’
４
｜
｜

』
一
仁
が

γ
Ｉ
ｊ
ｌ
ｊ

Ｊ
牌
〃
粋
刷
脾

″
必
陛

７
γ
γ

と次の「トレース定理」が導かれる

ガンマ行列奇数個の積のトレースはゼロである．

n(1)=4

Tr(7脚γし)=49"" 12' n(")=4(q･6)

n(γI‘γしγ入γ・)=4(9"'9入。 9"入9ﾚ。+9脚｡9"入）

'n("")=4(".6c.d－α･c6･d+q･d6･c)

10．

11.

12．

13.

13ノ

最後に,75=j70717273はγ行列偶数個の積なので，ルール10から,Tr('y57")=

nh5γ"γ"γ入）＝0が導かれる． ，y5が偶数個の7と掛け合わされたとき，

５
６

１
１入 亡丁〃

．狸“
０４ Ｅｊ

ｎ
Ｕ
グ

ー

神

、
』
γ

ｎ
Ｕ
〃
〃

一
一
御
物

１
γ
７

０
５
５

７
γ
γ

ｉ
ｉ

牡
ｒ
ｒ

Ｔ
Ｔ
Ｔ

14

15

16

n(75")=0

'n(75"")=41E岬入。α"6"c入do

を見出す． ただし*30

’
(/ﾙﾚ入ぴが0123の偶のIIIH列）

(/」"入dが奇の順列）

(どれか二つの添字が等しい場合）

－1

＋1

0

E以Iﾉ入o三 (7.127）

である

*30「偶の順列」といったときは，二つの添字の偶数回の入れ替えを意味する.つまり, E"'し入グー一Eし"､入グ

=EIﾉ入ﾉ』グー_Eし'入ぴﾉ』なと÷となる． いい換えると， E脾し入口は，上付き添字のいかなる対の交換に対

しても反対称である． EO123が一1なのは奇妙に見えるかもしれない． なぜプラス1にしないのか．

それはもちろん純粋に'|貫習である． あきらかにEO123をプラス1に定義したかったので,添字を

9"‘,を用いて下げることでEO123=EO,23(1)(_1)3=_1になったのだ． ところで, 3次元のレ

ヴイ ．チヴイタの表記E〃ん （問題4.19）に慣れている場合，三つの添字の偶の順列は順番の保存

(E"lc=EjA,j=Elcij)に対応しているが, IﾉLIつの添字の場合はそうなっていないこと，すなわち，
E必"入グーーEし陛入グーEし入ﾉ』｡== EI′入”』であることに注意する必要がある．
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例題7．6電子一ミュー粒子散乱 式(7.126)におけるトレースを計算せよ．

Trb,"(",+,nc)γし('3+"i"c)]

=TY(7""17ﾚﾙ3)+rnnC[n(,y""17")+Tr(γ似 ﾚﾙ3)]+(mc)2Tr(7"γ"）

答え：ルール10により，大括弧の項はゼロである．最後の項はルール12によって

最初の項はルール13によって評価できる．

n(7"",7''"3)=(p,)入(p3)｡n(7"7入γしγα）

=(p,)入(p3)｡4(9"入gし。－9ル9入。+g/』｡9恥）

=4[pfp;-9""(prp3)+p:pf]

ゆえに，

TiIγ似(li'+mc)γ"("3+inC)]

=4{pfp;+p#pf+9似"I(mc)2 (PrP3)1} (7128)

である．式(7.126)の2番目のI､レースは，m→M, 1→2, 3→4,そして，ギリ

シャ文字の添字を下付きにしたのと同じだ． よって．

49:

(p:g;3)4{pfp;+p:pf+9""l(mc)2-(p｣p3)1}
X{p2"p4"+p4"p21'+9""[(MC)2-(p2"4)]}

8(",､3)4{("p2)("p4)+("["4)(I*)：(pl p3)4[(p' .p2)(p3 p4)＋(p' I〕4)(p2 "p3）
-(PrP3)(Mc)2-(p2"4)(mc)2+2(mMc2)2]

〃'2〉＝

:二二

(7.129）

となる

7.8断面積と寿命

さて，慣れ親しんだ場所に戻って来た．〃'2 （あるいは適切な場所ではく|‘〃'2>）を

計算すれば，それを6章の断面積の公式にたんに代入すればよい．一般的な場合は式

(6.38)，重心系における二体散乱に対しては式(6.47)，あるいは実験室系では問題6.8,

69， 610の中の式のどれかに代入する．
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E

E,p,
一● ●一一

価突前 衝突後

図7．8重い標的に散乱される電子

例題7．7モット散乱とラザフォード散乱電子（質量m,)がもっとずっと重い「ミュー

粒子」 （質量M>m,)に散乱される.Mの反跳を無視できると仮定し，実験室系に

おける (Mが静止している）微分散乱断面積を求めよ．

答え：問題6．8によると，断面積は

7 ／ 矛一 、2

器=(赤) ''",．）
で与えられる．標的は静止しているので（図7.8) ，

P,=(E/C,P,), P2=(MC,0), P3=(E/C,P3), P4=(MC,0)

を得る. ここで,Eは入射する（そして散乱される）電子のエネルギーで,plは入射運動

量，そしてp3は散乱運動量である(それらの大きさは等しい,すなわち, |p, |=p31=|pl

で，それらの間の角度を9とするとp1 ･p3=P2COS8). ゆえに

(pl-p3)2= (pl-p3)2=-pf-p:+2pl ･p3

=-2p2(1-cose)=-4p2sin2(9/2)

(p,.p3)=(E/c)2 pl･p3=p2+m2c2 p2cosO=m2c2+2p2sin2(8/2)

(pl.p2)(p3.p4)=(pl･p4)(p2p3)=(ME)2

(p2.p4)=(MC)2

である． これを式(7129)に入れて

{'f(".織刻伽)2+p2COS2(0/訓 (7.130)
を得る．それゆえ(ge=､/ｺﾗ雨を思い出して）

（ “恥川副｡÷p2cos2(8/2)](2p2sin2(8/2)

ｊ
望
、

(7.131）Z二二
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である． これはモットの公式だ．それはよい近似で，電子一陽子散乱の微分I折面積を与

える． もし入射電子が非相対論的，つまりp2<(mC)2だと，式(7.131)はラザフオー
ドの公式になる （例題6．4と比べよ)．

器-(2"御｡§:｡{伽馴)， 順'麺’
崩壊についてはどうなっているのだろうか．実際のところ，純粋なQEDにはその

ようなものはない． フェルミオンが入ってくると， その同じフェルミオンがいずれは

出て行く． フェルミオンの線はダイアグラムの中で終わってしまうことはできないし，

QEDには一つのフェルミオン（たとえばミュー粒子）を別のもの（たとえば電子）に変

換するメカニズムはない．念のためにいっておくと，複合粒子の電磁崩壊は存在する．

たとえば, 7TO→7+γだ． しかし， この過程における電磁相互作用の効果はクォーク

一反クォークの対消滅q+9-→Fy+γに他ならない．それはまさしく散乱事象で，二

つの衝突粒子がたまたま束縛状態になるものだ．

そのような過程の最もすっきりとした例は,ポジトロニウムの崩壊(e++e-→γ+7)

で，それを以下の例題で考える． ポジトロニウムの静止系で解析を行う （つまり，電

子陽電子対の重心系だ)．電子と陽電子はかなりゆっくりと動いている．本当にゆっ

くりなので，振'l1mを計算する目的においてはそれらは静止していると仮定してしまう．

一方で， これは初期状態のスピンを平均化できない場合の一つだ． なぜなら，複合系

はスピンが反平行の一重項か， スピン平行の三重項のどちらかで，断面積（そして寿

命）の公式はその二つの場合でまったく異なるからだ*3'．

例題78

仮定して

対消滅*32電子と陽電子が静止していて，かつ，スピンー重項の配位だと

e++e -→,γ＋γの振|幅.“を計算せよ

答え：二つのダイアグラムが寄与する（図79)．それぞれの振幅は（簡素化のために，

Eの複素共役の印を省く）

9：
"i= 刀(2)肉(’1－’3+mc)f3u(1) (7133)

(p1-p3)2-m2C2

*3’実際のところは，一重項は光子偶数個（おもには21tl)にしか崩壊できず，三重項は奇数個（たいて
いは3個）にしか崩壊できないという，かなり特殊な環境なので， この問題をカシミール． トリックで

計算してしまうこともできる． スピンの和を取るときに三重項が入っていても, e++e －今γ＋γ
の行列要素を計算するときに一重項の配位だけを自動的に選び出している. IH1題7.40を参照．

*32注意：各ステップはほどほどに明確だが， これは簡単な計算ではない．読み流してもよい（あるい
はすべて飛ばしても櫛わない)．岐終結果は後でl lnlか2回使われるが， この段階で詳ll1をマスター

する必要はない（しかし， ファインマンMIIの素晴らしい応用だと強く考えている).
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図7．9対消滅に寄与する二つのダイアグラム

9：

"2=("'-"415 ,"2c2
であり，それらを足す．

F(2)f3("1－’4+mc)#4u(1) (7.134)

(7.135）〃＝…",+｡"b

初期状態の粒子は静止しているので，二つの光子はそれぞれが反対向きに出てきて，一

つ目の光子の方向をz軸に取っても構わない．すると，

P,=mC(1,0,0,0), P2=mC(1,0,0,0),
（7.136）

P3=mC(1,0,0,1), P4=mC(1,0,0,-1)

が得られ， よって，

(p,-p3)2-m2c2=(p,-p4)2-m2c2=-2(mc)2 (7.137)

となる． 7．7節のルール5を利用すると，振幅はいくらか簡素化される．

j1#3=-jf311+2(pl ･e3)

しかし， E3は（クーロンゲージでは）空間成分しかもたない．一方で, plは純粋に時

間的であるので, pl ･E=0となり，それゆえ

(7.138）'1＃3＝－＃3妙］

である． 同様に，

メ3＃3＝ ＃3"3+2(p3･E3)

であるが， ローレンツ条件（式(7.91)）のおかげで(p3･E3)=0になり， よって，

’3#3=-f3"3 (7.139)
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となる． ゆえに，

（’1-'3+mC)#3=#3(-’1+#3+mC)

である． しかし, (,1-mc)u(1)=0 (式(7.33))なので

(j1-"3+mC)#3u(1)=#3"3U(1) (7.140）

である． 同様に，

(7.141）(妙,_"4+mC)#4"u(1)=f414u(1)

これらをすべてつなぎ合わせると

ﾖI為“願(21["微,一《3"4] '"(1)、蝉〃＝－

となる

(7.142）

を得る． さて，

"3=mC(70_73), "4=mC(70+73)

であるから，大括弧（式(7.142))の中身は

rnC[("3+#3#4)'γ0-("3-"4)73]

と書き表せる． しかし，

(7.143）

／

L』 "r)
ノ

f=-E'ay= (7.144）

なので，

（」。｡6“）い． "6農"）
/ ノ

f3f4=

／ノ

､[…Ⅲ…) 0‘…Ⅲ…,)0

である． 4章（問題4.20）で，有用な定理に出合った．

(7145）

(7.146）(o･")(o'b)=α・b+io･ (α×b)

それに従うと

(7.147）(#4f3+f3f4)=-2e3･e4
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となり （それはルール5ﾉから導出することもできる) ，

(f4#3-f3#4)=2i(e3×e4)･z

である． ここで刃＝(。O、、0グノなのは以前の通りである．それゆえに，

〃-黒履(勤[{"割脚，椎’〆‘鋤雪耐3]"(')
である．

これまで，電子と陽電子のスピンについては触れてこなかった． オ

状態に興味があることを思い出そう．

わ

(7.148）

(7.149）

れわれは一重項

(↑↓－↓↑)/､/画

象徴的に書くと

"Sing'et=(｡"r1 〃『↓)八/面 (7.150）

であり，錨↓は， 「スピン上向き」の電子（式(746)における,u(1))

“山…i;{
0

’(0/’

と， 「スピン下向き」の陽電子（式(7.47)における”(2)）

勺(2)＝廻示(0010）

を使い’式(7.149)から求められる． これらのスピノルを使うと

"(2)70u(1)=0

5(2)E73,ﾙ(1)=-2mc2

(7.151）

(7.152）

(7.153）

(7.154）

が得られる． よって，

≦"2IJ=-2z9:(e3×E4)"

である．一方で，鏑↑に対しては，

(7.155）
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、
１
ｊ
ノ

０
１
０
０

〃
ｊ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
ｌ
、

癌１１ｕ "(2)= ､/2mc(0001) (7.156）

であるから

麹↑=229:(e3×e4)≦＝－〃側 (7.157）

が導き出される． ゆえに，静止しているe+e対の消滅で二つの光子が士2の方向に

放出される振1幅は

-"ging,et=-2,/Zi9:(e3×e4)z (7.158）

である （鍋↓＝－鈎↑なので，三重項の配位(↑↓＋↓↑)/､/面がゼロになること，つ

まり， その場合は二つの光子への崩壊が禁止されるという昔の議論を確認した， とい

うことに注意せよ)．

最後に，適切な光子の偏極ベクトルを入れなければならない． 「スピン上向き」 (,ms=

＋1）の場合

e+=-(1/I/Z)(1,j,0) (7.159）

であり，一方「スピン下向き」 (77',s=-1)の場合

e =(1/､/Z)(1, 2,0) (7.160)

であることを（脚注＊21を参照）思い出そう． もし光子が+z軸方向に飛んでいるな

ら， これらはそれぞれ右円偏極と左円偏極だ．全角運動量のz成分はゼロでなければ

ならないので，光子のスピンは反対向きにそろっていなければならない．つまり， ↑↓

あるいは↓↑だ．最初の場合は，

E3=-(1/､/Z)(1,z,0), e4=(1/､/Z)(1,-z,0),

であるから､

E3×E4二＝蛾

である． 2番目の場合， 3と4が入れ替わっている．

E3×E4ニーーz凡

(7.161）

(7.162）
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われわれが必要としているのはあきらかに反対称の組み合わせ(↑↓－↓↑)/､/面であり，

そこに驚きはまったくない． これは， スピン1/2の二つの粒子を組み合わせたときの

ように，合計のスピンがゼロに相当する．振II1同はまたも(〃↑↓－鈎↑)/､/団であるが，

今回だけは，矢印は光子の偏極を意味している．そしてようやく

"ing,et= 49: (7.163）

を得る （いままで落としていた，偏極ベクトルの複素共役を復活させた． これは，た

んに式(7.161）と（7.162)中の符号をひっくり返しただけだ)．

仰々しくない答えにしては，計算が非常に多かった*33.では，それで何ができるの

だろうか． まず，電子|場電子消滅の全断面積を計算できる．重心系での微分断面積は

(式(6.47)）

(胤師1画f巳卜回訓),倒卜"'，
。ぴ

dQ
(7.164）二＝

となる． ここで，

2

であり，衝突は非相対論的なので

(7.165）

(7.166）pjl=mU

である． ただし， Uは入射電子（あるいは陽電子）の速さである*34. これをすべて入

れると，

器=為(筈)。
を得る．角度依存性がないので，全断面積は47Tを掛けて[6]

47r/向α12
O＝－I－l

cTノ、m,／

(7.167）

(7.168）

*33いつたん慣れてしまうと， ファインマン図の評iliは退屈で機械的な過程で，多くの計算をしてくれ

るコンピュータープログラムが数多く存在する． とりわけ,MathematicaとMapleは両方とも有

用なパッケージをサポートしている[5}．

*34前は｡"〃を計算するにあたりU＝(〕としたが， ここではあきらかにそうできない． これには矛盾が

あるのだろうか．そうではない．以下のように考えてみよう． “擁（そしてまたE,,E2, |pfl ， |pi l

も）はU/cのべき乗に展開可能だ． われわれが行ったのは， それぞれの展開の第1項の計算だった

のだ．
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図7．10円筒の中の粒子数はβA'Udtであり， よってルミノ

シテイ （単位時間あたりに単位面祇を通過する粒子数）は”
となる

L 】

▼

Udォ

となる．断面積が入射速度に反比例することは理にかなっているだろうか．答えはイ

エスだ．電子と陽電子がそれぞれよりゆっくり接近すれば，相互作用する時間がより

長くなり，消滅する確率はより大きくなる．

ようやく，一重項状態のポジトロニウムの寿命を計算することができる． これはあ

きらかに対消滅の断面積に関連している（式(7.168)）が， どうやって精密に結びつけ

ることができるだろうか．式(6.13)に戻ると，

αぴ ldJV
：＝＝

dQ ZdQ

であり，単位時間あたりの散乱事象数の総和は， ルミノシテイと全断面積の積である

ことがわかる．

ﾉV=_Z" (7.169）

/〕を単位体積あたりの入射粒子数とすると，そして，それらが速さUで飛んでいると

すると， ルミノシティ （図7．10）は

-Z=pm (7.170）

となる．一つの「原子」に対しては，電子の密度は|妙(0)'2であり，Ⅳは単位時間あ

たりの崩壊の確率を表す．つまり，崩壊頻度だ． ゆえに，

,=,域'"川'2¥(等)｡'“ド ［”’
である． さて，基底状態では

=券(器)‘妙(0) '2 (7.172）

であるので（問題5.23) ， ポジトロニウムの寿命は

1 2向
7－＝－＝ ＝1．25×10-10s

r Of5m,C2

であり， さかのぼること5章で（式(5.33)）そ~れを引用した

(7.173）
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7．9 くりこみ

7．6節では， 「電子一ミュー粒子」散乱について考察した．それは，最低次では以下の

ダイアグラムで記述され，

p’ p

対応する振111昂は

"=-9:["(p3)γ崎"I'J]¥["("'7""(")' (7.174）

である． ここで，

／毎可岸〆､

q=pl-p3 (1 ･上イoノ

である． たくさんの4次の補正があり， 中でも最も興味深いのは「真空偏極」だ．

ここでは，仮想光子が一瞬だけ電子-|場電子対に分かれて， （2章で定性的に見たよう

に）電子の有効電荷を変化させる． いまここでの目的は， これを定量的にどう扱うか

を示すことだ．

このダイアグラムの振1幅は（問題7.42）

・ 4

"－子["(p3)7""(p,)]
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｝1刺…池Ⅲ
d4ハ 'n[7"(#+mc)7"(ボ '+mc)]
(2T)4 (A2-m2c2){(ハーq)2-m2C21

（7.176）

､{／

で与えられる． これによって，光子の伝播関数に加えられる修正は（式(7.174）と

(7.176）を比較して）

〃似

Ｔ
１

ｌ

鮮

恥
一
ｆ

↓

恥
一
眼

(7.177）

であり，

’"－－‘:/島鯉蝉職Fi"' （7.178）

である．運悪く， これは発散する．単純には，それは|A|→COで

／'臆．‘馴秣､'"' @,': {7'79}
のようになるはずだ（つまり， 「二次発散」するはずだ)．実際には，代数上の打ち消

しにより, lnlA|になる（｢対数発散」である)． しかし，気にする必要はない． いずれ

にせよ，大きく膨らんでしまうのだ．似た問題に6章で遭遇した．それは， ファイン

マン則における閉じたループのダイアグラムの特徴のように見える． ここでも，戦略

は，無限大を「くりこまれた」質量と結合定数に吸収させることになるだろう．

式(7178)の積分は二つの時空に関する添字をもっている． いったんAについて積

分したら，残っている4元ベクトルは9狸だけなので, 1坪は9"し( )+9"q"( )と

いう一般的なかたちをとらなければならない． ここで，括弧には92の関数が入る． ゆ

えに，それを

I""="""q2I(q2)+9"9,J(92) (7.180）

と書く ［7]． q鰹は式(7.176)において〆yI‘と縮約されるので，第2項は〃に何の寄与

もなく，

[m(p3)'"(pl)]=m(p3)("1 '3)"(pl)

となる一方で，式(7.95）と（7.96)から

Ij1U(Pl)=mCU(Pl), n(P3)"3=n(P3)77X
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であり， よって，

["(p3)'"(p,)]=0 (7.181）

となる． ゆえに，式(7.180)の第2項を忘れてよい．第1項については，積分(7.174）

を適切に計算整理することにより，

{"¥-""
9：

I(92)=
127T2 ｝

「 ワ

’'一"烏2．('一蔓ﾙ：
I

」z(1-z) ln (7.182）

というかたちにできる （問題7.43)．

最初の積分は対数発散をはっきりと切り離している．それを取り扱うには，一時的

にカットオフM(ミュー粒子の質量と混乱しないように）を課し，計算の最後にそれ

を無限大へ飛ばす．

腰一蹴．¥=川篶 17"1
2番目の積分

A｡I'-.' '川叶"z(1-z)1dzメ(")＝6

！"f4h{,羊』 (7.184)一回＋4十2(鰯－2）Z二二

3 記 鯨

は，面倒ではあるが完全に有限だ（図7.11) ．大きな釣と小さな釘の極限で，

｛龍鰯I ”鵬”f(")=
J、 ノ

である． ゆえに．

Tfg{'｡(¥)-J(*)}I(92)= (7.186）

を得る． ここで, 92が負であることに注意せよ．入射電子の重心系での3元運動量が

pで，散乱角が8だとすると （問題7.44)，

92=-4p2sm22 （7187）
2

となる． ゆえに, _92/m2C2～"2/C2であり，式(7185)中の極限の場合は， それぞ

れ非相対論的， そして相対論的散乱に対応している．

以上から，真空偏極を含んだ，電子一ミュー粒子散乱の振1幅は
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／/.（子）
I、＆レノ

〃

／
〃

／ プラン
一

〆
〆／

〆

〆
〆

図7．11 f(")のグラフ （式(7.184)) ．実線は数値計算

の結果で,その下の点線はln"(それは,大きな釦で.f(z)

を近似する）で，その上の直線は犯/5 （小さな鰯でf(")
を近似する）である

／
／

壹

靭｜ ，'~］
ノ

l'n(¥) '{‐ (*)1}"--':["<"'&)]ff
×[m(p4)γし"(p2)1

95

127T2

(7.188）

になる． ようやく 「くりこまれた」結合定数

j-
ウ

9肩

(鶚）ll] (7189）9R＝9
127T2

を導入することで一瞬（カットオフMに含まれた）無限大を吸収するという，重要な

局面にやって来た．式(7.188)を9Rを使って書き直すと，

"][mI,""*{叶鼻'(#)}["I"|…)] (7190)
を得る（式(7188)は， とにかく9:のオーダーまで有効だ． よって，中括弧の中で9．

を使うか9尺を使うかは問題ではない)．

この結果について留意すべき重要な点が二つある．

1．無限大は消え去った．式(7.190)中にMはない． カットオフと関わるものすべ

ては結合定数に吸収された．念のためにいうと， いまやすべてが9eの代わりに

9Rで書かれている． しかし，それはよいことだらけだ･ geではなく9Rがわれわ

れが実験室で実際に測定するものなのだ（ローレンツーヘヴィサイド単位系では，

それは電子，あるいはミュー粒子の電荷であり， そのような2粒子間の引力ある

いは斥力の係数としてそれを実験的に決定する) ． もし，理論的な解析において，

「ツリーレベル」 （最低次）のダイアグラムだけを見たとしたら，物理的な電荷は

「裸の」結合定数9eと同じだと考える． しかし， より高次の効果を入れた途端に，

測定した電荷に対応するのは本当に9Rであり, 9eではないことがわかる． これ

は，以前の結果がすべて間違いだったことを意味するのだろうか．違う．それが
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意味するのは, 9eを単純に物理的な電荷と解釈すると，高次のダイアグラムの発

散部分を無意識のうちに取り扱っていたということなのだ．

有限な補正項も残っていて， ここで注意を喚起するに値する重要なことは，それ

が92に依存しているということだ． これも結合定数の中に吸収させることができ

るが， 「定数」がいまや92の関数になっている．それを「走る」結合定数とよぶ．

2

I≦
gR(0)2 １２

２
ｃ
Ｏ
１
２

九７

／
Ｉ
、

』9R(92)=9R(O) (7.191）十
l27T2

あるいは，微細構造「定数」 (9e=､/亙忘） を使うと

"I,'I-｡I''{'半等i(")} (7.192）

である．すると，電子（そしてミュー粒子）の有効電荷は，衝突の運動量遷移に依

存する．大きな運動量遷移が意味するのはより近くまでの接近なので，別のいい

方をすると，個々の粒子の有効電荷はそれぞれがどれくらい離れているかに依存

するのだ． これは，互いの電荷を「遮蔽する」真空偏極による帰結だ． いまわれ

われは， 2章では純粋に定性的であった描像に対して，明確な公式を手に入れた．

どうして， ミリカン， ラザフォード， あるいはクーロンでさえもこの効果にまっ

たく気づかなかったのだろうか．電荷が定数でないならば， なぜエレクトロニク

スから化学に至るすべてを台無しにしないのだろうか．その答えは，非相対論的

な状況では，そのずれが極度にわずかだからだ. (1/10)cでの正面衝突でさえ，式

(7.192)における補正項はわずか6×10-6でしかない（問題7.45).それゆえ，ほ

とんどの目的において, Q!(0)=1/137で問題ないのだ． しかしながら，式(7192)

の2番目の項は， ラムシフトに観測可能な寄与を与え181,非弾性e+e-散乱にお

いて直接測定された[91. さらに，量子色力学で同じ問題に遭遇するだろう．そこ

では（クオークの閉じ込めにより），短距離の相対論的領域が興味の対象なのだ．

一つの特別な4次のオーダーの過程（真空偏極）に集中してきたが， もちろん， い

くつも他のものが存在する． たとえば， 「はしごダイアグラム」がある．
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これらは有限であり， いま，特別な問題はない． しかし，他にも三つの発散する図

がある （そしてもちろん，余分な仮想光子がミュー粒子と結合する， さらに三つの図

が存在する)．

最初の二つが電子の質量をくりこみ， 3番目が磁気モーメントを変化させる．加えて，

別々に考察した三つすべてが，電荷のくりこみに寄与する．

幸運なことに，最後の寄与は互いに打ち消し合うので，式(7.189)は有効のままで

いられる （私が「幸運」だというのは， これらの補正は仮想光子の線がつながる粒子

の質量に依存し， もしそれらが打ち消し合わなければ， ミュー粒子に対してと，電子

に対してでは別々のくりこみをしなければならなくなってしまうからだ． ウォードの

恒等式（この打ち消し合いの正式名称）により，電荷のもち主の質量がどんなもので

あっても， くりこみによって電荷の値が変わらないことを保証してくれている)*35.

そして，以下のような， さらに高次のダイアグラムさえ存在する．

9 ●●●

これらは，式(7192)にさらにオーダーα2， α3などの項を加えることになるが， こ

こではそれを追求することはしない．本質的なアイデアはすべて出そろった．

…もちろん，式(7176)において電子でやったように， ミュー粒子の泡を光子の線に入れることは可

能だ． しかし， これは電子とミュー粒子の（そして同様に， ダウとクォークの）電荷を同じ品だけ変

化させるだろう． たんに電子が一番唯い荷電粒子であるという理由で，屯子の挿入が支配的な補正な

のだ．
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問題

"/a節“は共変4元ベクトル（妙は祁, Z/, Z, tのスカラー関数）であることを示せ. [ピンI､ ：初

めに（式(38)から）共変4元ベクトルがどのように変換するかを決める．そして,"/ar僻ノー

("/a〃し)(a鯵〃/az似'）を使って,"/az"がと､う変換するか見つける.]

式(7.17)が式(715）を満たすことを示せ．

式(743)， （7.46)， （747)を用いて式(7.45)を導出せよ．

u(1)と1j,(2) (式(7.46))が直交であること(u(1)T'M(2)=0)を示せ． 同様に,U(1)と,U(2)が直
交であることを示せ． また, ,u(1)と,,ﾉ(2）は直交しているだろうか．

u(1)とu(2) (式(746))については，非相対論的な制限では，下の成分(U,B)が上の成分(uA)
よりも，係数U/cだけ小さいことを示せ. [非相対論的近似では， これにより問題が単純になる。

uAを「大きな」成分として，そしてuBを「小さな」成分として考える ('U(1)と,U(2)について

は役割が逆になる) ．対照的に，相対論的極限では， tLAとuBは|可じぐらいの大きさになる.］

もし， z軸方向に運動しているとすると"M(1) (式(7.46))は
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となることを示せ．そして, 'u(2), 沙(1), ，U(2)を求めよ．それらがSzの固有スピンであること
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を確認して， 固有値を求めよ．

7．7ヘリシテイ士1，運動量pの電子の規格化されたスピノル表現",(+), ",(-)を描築せよ．つまり，

式(749）を満たし，ヘリシテイ演算子（かB)の固有値士，をもつFI有スピノル皿を求めよ．

／ Ⅷ 、

答えゞ""'-A(IE¥WI,2i")
ーのとき"=(服、士|pl ､2 (E+'"虚曾，）) "'-'"±腕z)W韓+zpy/

7.8 この間題の目的は，デイラック方秘式で記述された粒子が， その軌道角運動量(L)に加えて, |人j

在的な角運動量(S)をもつことを実証することである．それぞれ単独では保存しないが，足した

ものは保存する．量子力学にほと．よく梢迦している人のみやってみること．

(a)ディラック方程式のハミルトニアンHを榊築せよ. [ヒント ：式(719)をpocについて解

く．］答え:H=c70(-y.p+mc), このときp三(h/i)▽は運動丘減算子である.]

(b)軌道角運動量L=γ×pとハミルI､ニアンHの交換関係を求めよ. [答え: IH:L]=

一腕cT0h×p)] [H,L]はゼロではないので, L自体は保存されない． よってここには他

の形態の角運動量が潜んでいると考えられる． ここで，式(7.5,）で定義される「スピン角
運動量」sを導入する．

(c)スピン角運動量s=(h/2)EとハミルトニアンHとの交換関係を求めよ. [答え: [H{s]=

航cγoけ×p)] これによって全角連動量J=L+Sは保存される．

(d)すべてのバイスピノルはS2の固有状態であることと， その固有値が瓦2､s+1)であるこ
とを示し， sを求めよ． また， このときディラック方程式が記述する粒子のスピンはいくつ

だろうか．

79荷電共役演算子(c)はデイラックスピノル妙を「荷電共役」スピノルゆc

TJ'c=272"*

にする． ここで72はデイラックのガンマ行列の3番日である. [HalzenandMartin[715.4節

参照. ] tL(1), u(2)の荷電共役を求め, U(1), ,U(2)と比較せよ．
7.1(〕式(718)から(719)に進むとき, (任意に）マイナス記号を含む因子を選んだ．式(7.19)を

γ似〃",+mc=0で世き換えると, 7.2節はどのように変更されるだろうか．

711スピノルの変換規則（式(752)， （753)， （754)）を確認せよ． ［ヒント ：元の座標系のデイラツ
ク方程式の解は，変換された座標系の解に保ちたい．

"Py/｣a"妙 "‘cﾘﾉ==0←，瓶γ"ai&v’'-77MCTJJ'=0

二のとき'山ノ=S妙であり，

3 3配〃 3 3記し
aノー ＝ ＝ a

ノル a鰯'/』 a⑰ﾉﾉ』a”ノ a“ﾉﾙ↓

これにより

(S-'可娯S)旦竺＝,Y Iノ

、 ’ ′a鰯ﾉﾙ4 ，

となる｡ (逆） ローレンツ変換はaa:"/a(r' ﾉである．そこから示せ. ]

7'2問題7'1の手法を用いてパリティ変換則，式(76,）を導出せよ．

7.13(a)式(753)からs↑sを計算し，式(757)を確認せよ．
(b)s↑γoS=緯γ0を示せ．
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7‘14胸5妙が変換(752)のもとで不変であることを示せ
7.15 1随伴スピノルfZ(1,2)と勺(1,2）は，方程式

面('y"p"-mc)=0, 5(γ脾IJI'+mc)=0

を満たすことを示せ． ［ヒント ：式(7.49）と（7.50)のエルミート共役を取る． そして，右から70

を掛け， （γ")↑γ0=ToRy"を示す. ]

7.16規格化条件（式(7.43)) を|池伴スピノルを使って表現すると

、L＝一面Tノー2m‘〔

となることを示せ．

7.17各成分がローレンツ変換（式(3.8))に従うことを確認することで， 妙γ"妙が4元ベクトルであ
ることを示せ．それがパリティのもとで（極性の）ベク|､ルとして変換されることを確認せよ （つ

まり， 「時間」成分は不変だが， 「空間」成分は符号を変える) ．

718静止した電子を表すスピノル（式(730)）がパリティ減算子Pの固有状態であることを示せ．

その内部パリティは何か． ｜場電子はどうだろうか．式(761)の悩習的な符号を変えたらどうなる

か． スピン1/2粒子のパリティの符号はある意味任意に決めてよいが，粒子と反粒子が反対のパ

リティをもつという事実は窓意的ではないことに注意せよ．

719(a) 7I｣γ"を1, 'Y5, γ脾， γ"γ5, O"〃の線形結合で表せ．

(b)行列O'2, o13, 023 (式(769))を求めよ． またE1, 22, 23 (式(7.51)) との関係を
示せ．

720(a)式(f73)から式(7.70) (iとiv)を導出せよ．

(b)式(7.73)から式(7.74)を証U'せよ．

721連続の方程式（式(774)）が電荷の保存を要請することを示せ． ［もしどうしてよいかわからな

いのであれば電磁気学のテキス1､を見よ.］

7.22自由な空間ではいつもAO=0にすることができることを示せ． この条件を満たさないAﾒ』につ

いて，式(785)の条件を満たすゲージ関数入を見つけて,A6 (式(781))がゼロになることを
示せばよい．

723平面波ポテンシャル（式(7.89)）にゲージ変換（式(781)）することを考える．ゲージ関数を

入＝航パq,e一(z/h)p･ ；鰯

とする． ここで， ，急は任意定数， pは光子の4元ベクI､ルである．

(a)入が式(7.85)を満たすことを示せ．

(b) このゲージ変換は, E/1をE/』－→E"+fbpﾉ』のように変化させる効果があることを示せ（とく

に， もしパ=-Eo/poを選択すると， クーロンケージ偏光ベクトルが得られる （式(792)).
これは,QEDの結果がケージ不変であることを示す簡単で美しいテストになる．すなわち，

ざ‘をE似十パヅ‘に置き換えても答えは変わらないのだ.

7.241L('), TI,(2) (式(7.46))と,U(1), .U(2) (式(747))を用いて，スピノルの完全性関係（式(799))

を証明せよ． ［注意： "u面は4×4の行列で('un)ij=w,i'4 と定義されている.]

7.25 E(')とE(2) (式(793))をⅢいて光子の完全|典l係（式(7105)) を確認せよ．

7.26重心系の屯子ミュー粒子散乱（式(7106)）の振|隔を評価せよ． この散乱はeとﾒﾙが."||に沿っ

て近づいて，反発し， zﾘilllに沿って離れていくとする．始状態と終状態の粒子はすべてへリシティ

＋'とする． ［答え:"=-29:]
727対消滅e++e→'γ＋'γの振ll1m (式(7J33), (7134)) を導出せよ．
7.28反粒子に対してカシミール・ トリック （式（7125)） と|司様の関係を導き出せ．
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Z["(")r,U(b)]["(")r2U(6)]"
llSpins

混合している場合はどうか

Z["(q)r1"(6)Ⅱ画(Q)r2U(b)]", Z[w(Q)r,"(6)] [5(｡)r2"(6)]"
allspins allspins

7.29(a) ′γ0'y〃↑70='γしを示せ． このとき, "=0, 1, 2, 3である．
(b) もし, rがγ行列の稚(r=Ta7b…Tc)だとするとr (式(7.119))は順番を逆にした積

r=7c…γwqになることを示せ．

7.3Oカシミール‘ トリックを川いて， コンプトン散乱の式(7126)に類似した式を求めよ．項が四つ

あることに注意せよ．

|""'2＝し", '2＋.”'2＋〃,〃ず＋""r〃2

731(a) 7.7節のトレースの定理1, 2, 3を証|ﾘ'せよ．

(b)式4を証明せよ．

(c)反交換関係5を用いて5'を証｢ﾘ1せよ．

732(a)反交換関係5をⅢいて，縮約定理6, 7, 8, 9を証明せよ．

(b) 7から7′, 8から8/, 9から9'をそれぞれ証明せよ．

7.33(a) トレース定理10, 11, 12, 13を確認せよ．

(b) 12から12/, 13から13ﾉを証lﾘ]せよ．

734(a) トレース定理14, 15, 16を証明せよ．

(b) 15から15/, また16から16ﾉを証Iﾘ1せよ．

735(a) c"し入。E",ﾉ入γ＝ 6砥 (", I/, 入についての和を取る） を示せ．

(b) E""入｡E""9T= 2(崎暉鋒6;)を示せ．
(c) E#｣し入｡E似“γの類似式を求めよ．
(d) Eノル入"E""γの類似式を求めよ．

［ここで， 6‘はクロネッカーのデルタ． 〃＝しのとき1，それ以外では0となる． これは，
混合（共/反変）計品テンソルを使っても書ける. 6#=9"M,=9,ﾉ/4]

7．36以下のトレースを計算せよ．

(a)Trb'"7'(1 7愚)7入(1+"y5)J,入］
(b)Tr[(p+mc)(#+Mc)(#+"'c)(#+Mc)] . ここで, pは質量r"の(実)粒子の4元運

動量とし， 9は質量Mの（実）粒子の4元運動量とする．答えをm,M, c, (p･9)で表せ．

737式(7.107)から （式(7129）とl『1様に）電子一電子弾性散乱のスピン平均化振'l'日を求めよ． この
とき，電子の質堂を無視できる （すなわち， ，jγ1,＝0）高エネルギー実験であるとする． ［ヒント ：

式(7129)からく|", 2〉とく .〃212〉を読み取る． 〈〃,〃婚〉についてはカシミール． トリック
と|司じ方法を川いて

9：

〈“ﾙ"';>=4(Im_"3);i,,_p4)2Tr(''似妙'ﾊｿ幽妙47ﾉ4"2'y"抄3)
を得る． このときトレースを求めるために定III!を使う． 質堂ゼロの粒子について，運動量の保存

(p1+p2=p3+p4)はI)1 ･p2=I)3 ･p4, p1 ･p3=p2 ･p4, pl ･p4=p2 ･p3を意|床する
ことに注目.］

293
上 （…1-1脚"鋤2[…2)4+(1)1"3) 半{,W''11群え: <|-"|2>= …〆
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738(a)式(7129)から，高エネルギー(m,,M－0)極限における垂心系での電子ミュー粒子散
乱のスピン平均化振il'同を求めよ．

(b)高エネルギーの電子一ミュー粒子散乱の重心系での微分断im積を求めよ.Eを電子のエネル

ギー， 9を散乱角とする．

「答え:器=(農)”器('輔:好)1L

7.39(a)問題7.37の結果を用いて，商エネルギー領域(m→0)での重心系の電子一電子散乱のスピ
ン平均化振'l'冊を求めよ．

(b)高エネルギーでの電子一電子散乱の重心系での微分断而械を求めよ．

｜答え:%-(:)｡*(1*)｡1
答えを問題7．38と比較せよ （脚注＊26を参照) ．

740式(7.158)から始めて式(7105)を用いて光子の偏光を合計し, |"|2を計算せよ．答えが式
（7.163）と合うことと， なぜこの方法で正しい答えが導かれるのかを説明せよ （実際には光子は一

重項になっていなければならないのに，すべての光子の偏光を足していることに注意すること) ．

7.41式(7.149)からe++e一一γ＋γの<| ､"2>を計算せよ． またこれを用いて対消滅の微分断
面積を求めよ．式(7167）と比較せよ （脚注＊31を参照)．

7.42式(7176）を導出せよ． この導出には最後のファインマン川が必要である．つまり，閉じたフエ

ルミオンループは-lを牡|､けてトレースを取る．

7.43式(7182)を導出せよ． ［ピンI､ §Sakurai l61のAppendixEから稀分定理を用いよ.]
7.44式(7.187)を導出せよ．

7.45重心系での正而衝突の式(7192)の袖正項を計算せよ． ただし，砺子が(1/10)cで移動している
と仮定する．実験[9]では， ビームエネルギーは57.8GGVであった．測定された微細椛造「定

数」はどのようなものか．実際の結果を見て，予il!llと比較すること．

7.46なぜ光子は7－γ＋7 （図7.12）のように「崩壊」 しないのだろうか． このダイアグラムの振

｜幅を計算せよ． ［これは，奇数個の頂点の閉じた電子ループを含む任意のダイアグラムの振ll'mがゼ

ロである， というファリーの定理の一例である. ］

図7．12光子の崩壊T→2γはフアリーの法則から禁

止される （間迦7.46）

7.47問題7．30の符えから， （標的が静止している系における） コンプトン散乱のクラインー仁科公式
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を導出せよ． ここで， （Aﾉ， しリノは入射光子の振動数，散乱光子の振動数である (1MME3.27)

以下の問題48～50は以下の模型を考える．

質量をもつスカラー（スピン0）であるとする

の単位行列）であり． 「光子」の伝播関数は

光子が凹型のないベクトル（スピン1）粒子ではなく ，

とくに、QEDバーテックス因子が"jgel (1は4×4
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一『』

92-('rﾙyc)2

とする． いま，光子侃極ベクトルは存在しない． したがって，外部光子線に対する|XI子も存在しない
これ以外には, QEDのファインマン則の変更はない．

7.48崩壊することのできる十分重い「光子」を仮定する．

(a) ′γ一e++e-の崩壊率を計算せよ．
(b) もしmT=300MeV/c2とすると光子の寿命は111秒か．

749(a) この理論における屯子一ミュー粒子散乱の振IIIm､"を求めよ．
(b)スピン平均化振'l'm<| ."|2>を計算せよ．
(c)重心系での電子ミュー粒子散乱の微分|Wmi稚を求めよ. |分高エネルギーとして電子と

ミュー粒子の質量を無視する("'e, '!沌I‘一0).答えを入射電子のエネルギーEと散乱角e
を用いて表せ．

(d) (c)の結果から全断面積を計算せよ． ここで，光子は非常に重いとする(#m.,,c2>E).
(e) (b)に戻って，今度は「ミュー粒子」が非常に重い( |pel/c<#m,｡<m,7<m")低エネ

ルギーの散乱を考える． ミュー粒子が反跳しないと仮定して実験室系（ミュー粒子が静止）
の微分断面積を求めよ． ラザフオードの公式（例題7.7） と比鮫し全断面積を求めること．

［実|", 7TL7－0で|pl<mcとすると，正しいラザフォード公式が得られる. ]
7.50(a) この理論で，対消滅(e++e－→γ＋γ)の振幅〃を求めよ．

(b)電子と「光子」の質品を無視できる(mc, 77'γ－0)尚エネルギーを仮定して, <|"fl2>を
求めよ．

(c) (b)を重心系で計算せよ． このとき，入射電子のエネルギーEと散乱角0を用いて表せ．
(d) ここでも, 'm,e=771/L ==0と仮定して亜心系での対消滅の微分断而積を求めよ． また全散乱

断面積は有限だろうか．

7.5’スピン’/2の粒子で地気的に中性の場合， ひょっとするとそれ自身が反粒子であるかもしれない
（もしそうなら， これらは「マヨラナ」フェルミオンとよばれる．標準模型では唯一可能な候補は
ニュートリノである) ．

(a)問題7．9によると荷電共役スピノルは妙c=i,y2'J)*である．すると， もし粒子と反粒子が
111じものであれば妙＝妙cとなる． この条件がローレンツ不変であることを示せ（一つの'|fi
性系で等式が成り立てば，任意の悩性系でも成り立つ) ． ［ヒント ：式(752)， （7.53）を用
いる.］

(b) uj=t/jcであれば妙の「下の」2成分は妙B==-Zdﾘ“のように上の二つの要素と関係
がつく． したがって，マヨラナ粒子は2成分スピノルの要素のみを必要とする(x三妙A).
デイラックスピノルでは4成分だが↑マヨラナスピノルの場合では二つの成分が不要となる．

2成分で書かれるマヨラナ粒子のデイラック方程式を示すと

"(aox+2(ぴ▽)グツx率]一γ庇cX=0

となる． 「下の」成分のデイラック方程式がこの式と雛矛盾であることを確かめよ．

(c)スピノルxのマヨラナ状態の平面波解を求めよ. [ヒント ：一般的な線形結合は妙=a,TJI(')+
Q2妙(2)＋α3妙(3)＋“妙(4) （式(7.46)． （747)で), (b)の制限を課し，“，“を （α，
とα2に用いて）解く． そして（たとえば) X(')はα1=1, (z2=0を, X(2)はd,1=0,
αヮ＝1を選ぶ.］


