
付録

Aデイラックのデルタ関数

デイラツクのデルタ関数の入門

デイラックのデルタ関数6(露）は，原点で而積1の無限に高く無限に狭い釘状のものである

(図A.1). とくに，

に"営,幻睡Ⅲ〃"-‘ ’"’6＝

である．専門的にいうと， 釦＝0で有限でないので，関数ではない．数学用語では，超関数や

分布関数として知られている． これは，高さ"", '|'51/'凡の四角形， あるいは，高さγz，底辺
2/九の三角形， その他，好きなかたちの極限だと考えればよい（図A.2).

もし／(鰯)が「普通の」関数なら， （つまり，別のデルタ関数ではなく，安全のために，た

とえば， ／(“)が連続だとすると) ，積/・(〃)6(輯）は， ⑱＝0を除き，ゼロである．

f(")6(r)=ノ(0)6(m) (A.2)

(これはデルタ関数に関して最も重要なことで，なぜ正しいかを理解するべきだ．重要なのは，

積は難＝0以外ではつねにゼロなので， ノ(鯨）を原点での値に置き換えたものでよいだろうと
いうことだ.） とくに，

／~ﾉ(鰯)‘(")d鯉=ﾉ(0)/~6{")""=ﾉ(0) (A.3)
Qノーー qノー－

I
0（釘ノ

1 1

〃

図A､1 デイラックのデルタ眺l数（ただし， スパイクは無限に

高く，無限に狭いと想像しなければならない）
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図A､2極限が6(｡〕）になる二つの関数の動き方

6(態一α）

’

'’

1
〃 鞭

α）の「グラフ」図A.3 5(勿

である． この積分において，デルタ関数は／(範)の”＝0における値を拾い上げる （これ以

降，積分範囲は必ずしも一○○から○○まで取る必要はなく，デルタ関数を枇切る一EからE

で-|一分である)．

もちろん， 砂＝0でのスパイクは，他の違う点〃＝α,に移すことができる

に"息′｝に (A.4)6(勿一α)dz=16(範一α）＝

(図A.3を参照).式(A2)は次のように一般化される．

｡f(")6(〃 α)=f(Q)6(韓 α) (A.5)

そして，式(A.3)は，

/､函

/_"ﾉ(")5("_q)"=/(Q) (A.6)
になる．

たがゼロではない（実）数である場合， 6(い）をどう解釈すべきだろうか． 「普通」の関数

/(〃）との掛け算と祇分を考えよう・

/､OC

Loi(")6(A")dr
z/三ﾉc節のように変数を変更して． 〃=I//A', dm=1/kd〃となるようにする． たが正の場



ヘデイラツクのデルタ関数 等丘夕

合,積分は依然として一○○から＋○○まで実行されるが, /cが負の場合は〃＝○cは〃＝ oc
を意味するので，極限は反転する． 「適切な」処置としてマイナス符号を付けることになる．
したがって，

厘伽祁椰""=土産煎卿…)？
1 1

＝士再/(0)=n/(0) (A7)
(下の符号は， たが負のとき適用され，示されている通り， 肉の絶対値を取ると整合性がとれ

ている)． この文脈では， 6(ん範）は（1/'ん|)6(〃）と|可じ働きをする．

〃い'剣…"一I:'"'(間訓遊'ld" ("樹Ⅶ
これは任意の／(範）に対して成り立つので，デルタ関数式は次の式に等しい*'．

6(Js")=両") (A.9)
われわれが分析したのは， 9(鰯)が妃の関数であるときの一般的な形式6(9(鮎))の特別な場

合である．一般に, 6(g("))は． 9(m)がゼロになる点鰯1，韮2，”3,…にスパイクがある．

9(〃i)=0 (1=1, 2, 3,…,γ↓) (A.10)

j番目のゼロ点の近傍では， 9("）をテイラー展|1Mすることができる．

1

9(")=9("f)+(妙－鰯')''("')+i(鉱 "',)29''("i)+…=(〃－〃i)9ﾉ(zd)
(A.11)

式(A.9)を考慮すると， 〃iにおけるスパイクは，

1

6(9("))=|9"(F,)|5(雛一鰯i) (zc="f) (A.12)

となる． 因子|g'("i) |-1は， 〃jにおけるデルタ関数の「強さ」を示している． これを他のゼ
ロ点のスパイクと合わせると，

『、'

1

Z,,(",""-"''6(9(r))= (A.13)

*’最後のステップで読者は熟考するかもしれない．通常，二つの積分が等しくても．元の関数が等し
いとはいえない． しかし， ここで重要なのは，任意の／(砥)に対して積分が等しいということだた
とえば， 鑓＝17の近傍でデルタ関数の式6(ん態）と(1/|AI)6(")が異なると，その積分は〃＝17で
鋭いピークをもつ/(m)のものとは等しくないだろう． だが，積分が等しくなければいけないので，
デルタ関数式自体が等しいことになる． なぜなら，離れた点で異なっていたとしても，稚分には何も
寄与しないからだ・だから，式(A9)の両辺がfIJ=0以外ではあきらかにゼロであることに注意す
ればよい．
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9(〃）

1

I

図A､4ヘヴイサイドの9 （｢ステップ｣）関数

という結論になる． したがって， 6(9(釦)）というかたちで書かれたものは，単純なデルタ関数

の和で書くことができる＊2．

例題A.1 6("2+範 2)を簡略化せよ．

答え:9(")=m2+a,_2=(鰯－1)("+2)である. z=1と錘＝－2でゼロになる．微
分すると9ﾉ(釦）＝2勿十1なので9′(錘,）＝3，9'(範2）＝－3である．
よって

’ 1

6(錘2＋工－2)＝56(懇 1)十百6(諺十2）
デイラックのデルタ関数は，ヘヴィサイドのステップ関数の導関数と考えることができる （図

A.4)*3.

｛：雲： ’"”9(鋤)三

あきらかに, d8/d範は原点を除いてどこでもゼロであり、

腫蝋‘"="")-帥一塁)=1-0=1 (A1扇’
なので, de/drは6(")の定義の条件（式(A.1)) を満たす．
デルタ関数を3 （またはそれ以上の）次元に一般化するのは簡単なことだ．

63(T)=6(")6(y)6(z) (A.16)

この3次元デルタ関数は，発散する原点を除いてどこでも0である. 63(7)に対する三重積

分は1である．

/j'(r'd3'-/'(")j(""(z'""""=] (A｣7)

端2式(A.13)は‘導出に使用したテイラー展開を途中で止めたにもかかわらず,正確である(式(A11))
(範一mf）のべきを含むので， ⑩iで「余分な」項がゼロであるからだ．
*3不連続点の値はあまり重要ではないが， もし心配なら， 8(0）三1/2とすればよい．



問題 4夕7

Ｌ
一

/ル)53(『､ 霧｡) ‘‘3『－ル｡）
qノ

(A､18)

のようになる。たとえば，点T0における点電荷qの電荷密度（単位体積あたりの電荷）は，
次のように書ける．

β(γ､)=963(T-7､0) (A.19)

問題

A｣(a)A｡("'w鯉÷釧5(a) 1)d"を…
(b)A｡'n('I""I"-"""を求唾

A.2式(A13)を用いて6(､/F~¥~T-〃－1)を計算せよ．
A.3式(A13)を用いて6(sinfr)を計算せよ．その関数を書け．

/､2

A4/(")="(y-"(2-鯵))d"を求めて, IJ=-2からZ/=+2までをﾌﾟﾛｯﾄせよ

“だ鰯ゞ{#'(" 3)1""を…〔ピンI､ :部分繍好を剛いる］
A.6以下の積分を計算せよ. [有効数字5桁まで］

／‘'(2露－4)e-3"剛”
,ノ.－1

/、

ﾍ7/｢(α『)63(T､_b)d3『を計算せよ ここで,q=(1,2,3), b=(3,2,1)で積分は(2,2,2)
を中心に半径1．5の球面だとする．
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B崩壊率と断面積

崩壊率と散乱断面積の公式のまとめ

B.1崩壊

粒子1が粒子2， 3，4，…7nに崩壊する場合を考えよう．

1－→2＋3＋4十． . ．＋”

崩壊率は次の式で与えられる

~"'“満{|{蝋霞Ⅱi蝿恩|…I(撫鋼1}
x(27T)464(p,_p2_p3－…－p"')

dr

(B.1)

ここでpj=(E,/c,pi)はj番目の粒子の4元運動量である （質量、jなので,Ei=

c,/pi:+m:c2)崩壊している粒子は静止しているとするpⅢ－(""c:0) 月は,終状
態における7個の同一粒子のための統計的因子でそれぞれ1/j!である．

B､1.1二体崩壊

終状態に二つの粒子がある場合，硫分はあらわに実行できる．全崩壊率は，

§器‘卜",r＝＝

であり， ここで, plは，外に出て行くそれぞれの運動量の大きさである．

(B2)

２
２１γ７

ワ
】
司
止

丸７
ワ
ニ

４
３

ｍ十４
２↓１７一十４

１，γ＃
１

ｃ
ｍ２

-2m‘¥m;－2m;m； (B.3)pl=

とくに，外に出て行く粒子に質量がない場合, |Pl=''7z,c/2なので，

S

,6#,"] '"'2r＝ (B.4)

になる

B､2断面積

粒子1と粒子2が衝突し，粒子3，4，…,沌が生成されるとする

1＋2→3＋4＋…＋、

断面積は次の式で与えられる

h2S
do=|｡"2_

4､ /(p,p2)2－(ml'm｣2C2)2
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※{{(蝿‘Ⅱ(蝋,|…|(ふ縦|｝
x(27T)464(p,+p2-P3－… p") (B.5)

ここで， （以前のように)pi=(Ef/c,pt)は粒子Zの4元運動量（質量m,z) ,Ef

=｡,/pm?+'"":c'である sは統計的因子(終状態のj佃の同一粒子各々について
1/j!)である．

B.2.1二体散乱

終状態が粒子2個の場合，積分はあらわに実行できる

(a)重心系では

/(p] p2)2-(mlmgC2)2 =(E'+E2)p, |/c (B､6）｝

レ
ー

完=(器ルデ塒',:,’ (B7)

である． ここで, |pi lは入射粒子の運動量の大きさであり, |pflは出て行く粒子それぞれ

の運動量の大きさである． とくに,弾性散乱(A+B-→A+B)の場合は, |pi l=|pfl
であるので, E=(E,+E2)/2となる．

=嶋):s':''
血
一
ｍ (B8)

(b)実験室系（粒子2が静止している）では

V(p'"2)2-( ml#m2c2)2=m2clp,| (B.9)

である．弾性散乱の場合(A+B→A+B),

(W"",臓北311厘澤秘-|p,|E3COSe (凰叩，
do /hc

？＝＝

dQ

とくに，入射粒子に質量がない(m,,=0)場合， これは

〔jぴ

（凰而朧E｣)s"F (B｣')：二二

dQ

のように簡単になる． もし反跳が無視できる (m,2C2>E,)ならば，式(B.10)は

dぴ (s":""、（s雨"．"）｡"|2 (B.12)：＝＝

dQ

のようになる． 出て行く粒子に質量がない場合(m'3=m,4=0)'式(B､5)は，
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sl"|21p31

器=(晶） (B.13)
m21P,|(E,+m2C2-|P,lCCOSe)

のようになる



Cパウリ行列とデイラック行列 毎0Z

cパウリ行列とディラック行列

パウリ行列とディラック行列

C.1パウリ行列

パウリ行列は，エルミート，かつユニタリー，かつトレースがゼロの2×2行列3個から
なる

(1 1) ",-(1 5) " に=）o鯉＝＝ (C.1)三三

(多くの場合，数字による指標を使用する． ぴ’＝ぴ韮' o2==oI/, o3=oz ;ぴは4元ベク
トルの一部ではない・だから，上付きと下付き指標の区別もしない． O，＝o ， ぴ2＝ぴ ，1 2

ぴ3＝ぴ3)．

(a)積のルール

ぴfoj=6"+ZE"ノCOA? (C.2)

(2×2の単位行列は第1項で示され､ 第2項ではんについて和を取る)． したがって，

2 2 2

d" ==OlJ ==ぴこ =1 (C.3)
、 〃

ぴ鰯Oツ ー＝Zdzｯ ぴlﾉO~z ＝＝ZO・妃ｦ dzO錘=zoIJ (Lj.4)（C,4）

lof,oj1=2'zeijA:びん （交換) (c5)

{oi,dj}=26" （反交換) (c6)

となり，任意の二つのベクトルαとbに対して，

(α･o)(b･o)=qb+dd･ (α×b) (C.7)

である

(b)指数

28.d

e｡" !-'=cos9+Ze.osine （C,81

C.2ティラック行列

デイラック行列は， トレースがゼロかつユニタリーな4×4行列4個からなる

に‘) ，‘=(_:‘ ;‘）
Ｏ

Ｖ
Ｉ (C.9)

(ここで， 1は2×2単位行列， 0は2×2行列の0であり， グユはパウリ行列である．添字

を下げると， 「空間」成分の添字が反転し， ′γo＝7 ， γも＝－γzとなる).補助的な行列も同
0
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様に導入する．

5 ． 0 1 2 3
7＝z7777

／ 、

“=(; :）
”""=;(7"7"-γ駿斬"’

任意の4元ベクトルα脾に対して，次のように4×4行列伽を定義する

(clO)

(C.11)

(C.12)

ノ j’

’三(],"‘ﾊy, (C.13)

(a)積のルール

計量

，/1 0 0 0，，
0 －1 0 0

q/"ノ三

!1 : 1"､ノ
について（ここで， 9脚ﾉ即〃＝4である) ，次を得る．

′)/ﾉﾙγ〃＋'γ〃γﾉ』' ==2"J』'〃 〃+"=2a･6L" ｦ

’‐Y,,戸Y〃二＝4
Jナー』

γ似γ〃γ'ユー－27〃， γ"伽γ脾＝ 2仇

γﾉの/し7入,γノル=49〃入， ′γ似〃'γ似＝4α・6

7"γ"7入γαγ↓‘＝－2γぴγ入γし， ′γI』'〃,γノルーー2〃‘

(C.14)

(cl5)

(Cl6)

(cl7)

(C.18)

(C.19)

(b) トレース定理
奇数個のガンマ行列の積のトレースはゼロである

(c､20)

(C.21)

Tr(1)=4

Tr(γ峰y")=49"", Tr(")=4α 6

Tr(FyI"γ入"y｡)=4(9ノル9入。－9仏入9"｡+9/』"9"入）

Tr("")=4[(q.6)(c.d)-(α c)(6d)+(q･d)(bc)] (C.22)

γ5はγ行列の偶数個の積なので,Tr(75,γ卜4)=0, Tr(戸Y5"γL‘,γ""γ入)=0である． ，y5
に偶数個のγが掛けられたとき，

Tr(,γ5)=0 (C.23)

Tr(,γ5,γ",γし)=01 Tr("y5")=0 (c24)
、‘ P P 〃

Tr(,Y5'γ/｣'､'1'γ入'γ･)=41E｣皿入ロ



Cパウリ行llとディラック行列 饗63

Tr(75"")=4Ze岬入｡α,』bしc入α〃 (C25)

〃"入ぴが0123の偶数置換の場合はEノル入O ＝－1で，奇数置換の場合

二つの添字が同じ場合は0である． また，

となる

は+1,

ここで，

そして，

Eβ'し入d EM,"廊ア= 2(6群一犀6:) (C.26)

である．

(c)反交換関係

{'1'",7"}=29"'", {γ似, ,y5}=0 (C27)
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、ファインマン則（ツリーレベル）

QED,QCDと弱相互作用のファインマン則

D.1外線

(なし）

|撫童
I入射: E"
l放出: eii

スピン0

スピン1
2

スピン］

D.2伝播関数

１

スピン0
92_(mC)2

z(#+m,c)スピン1
2 92-(mc)2

ロゲ

無質量:-29/4し
92

く；

有質量: 1[9ルー9"9"/(mC)21
92-(mc)2LL

スピン1

D.ろバーテックス因数

QED:

z9e←ｿ脾 (9e=､/Zﾗ雨）

QCD

《
3

§α,〃
§ 29s入口,γ/

r）
P

全

／／、、



Dファインマン則（ツリーレベル） 饗6夕

-9sﾉαβγ{9ノル(9,-92)入+9">I(92-q3)"

十9入"(93-q')しI

-9:(/αβ叩fy6''(9"入gしp-g"p9!,入）

＋／α6γﾉﾉβγγ)(9"し9入p-914入9"p)

＋ノαγ"/6βγI(9"p9ﾚ入-9/4I'9入")1

GWS

器γ"(1 ,y5)
(ここで, Iは任意のレプトン， 〃Iはそれ

に対応するニュートリノである.）

器w峰(』 ．，‘)腱，
(ここで, j=u, c, tで, j==d, s, bであり，

VはCKM行列である. )

~¥"可"(瞳↓-“）
(ここで， ノはクォークかレプトンである

cvとcAは以下の表で与えられる. ）

ノ CArTY
L一も

１
’
２

１
’
２
１
２
’

１
’
２
’

″
ｗ
⑱
ハ
ワ

Ｔ９
８
２

２
１

１
２
、
。
、

↑

上

０

１

１

ｓ
・
印
Ｓ

１
ｌ
２
２
２
’
３

＋
４
－
３
＋

十

１

’

２

１

２

’
１
－
２
’

Iﾉeｼ ZﾉﾉｰL7 IノT

e ， メル ツT

u，cフ t

(』． 、9． 6
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z9u)cosa"I9〃入(9'-92)l』

+9入"(92-93)''+9""(93-ql)入1

I

i9:,cos28"(29",9入｡－9"入9L,｡－9",d9し入）

I

z93,(29"入9"α－9坐9入画一9/』｡9膨入）
I

弱い相互作用の結合定数は電磁相互作用の結合定数と関係づけられる

9巳 ge

guj=SinaIu ' 9g=Sineuﾉcose,U

光子とW, Zとの「混合」結合もある．

zgcl9ﾚ入(9'-92)l｣

＋9入脾(92-93)Z'+9",し(93-q,)入1

入〃

〃 入

７

Ｖ
Ｆ

ｙ
Ｉ -z9:(29"し9入〃－9/L入9"α 9ILo9ﾚ入）

〃 口

１
１

ugegujcosfﾉ'u,(29脚"9入〃－9"入91ﾉグ 9"《丁9ﾚ入）


