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相対論的運動学

本章では，相対論的運動学の基本原理，表記，そして用語についてのまとめを行う．

ここで扱う題材は， 6章から10章を理解するために絶対に不可欠なものだ（しかし，

4章と5章には必要ないので，先に4章と5章を読んでもよい)． ここでの説明は， こ

れだけで十分理解可能であるが，読者が特殊相対論にすでに触れたことがあると強く

仮定している． もしまだ触れたことがなければ，先に進む前にいったん休止して， ど

んな初級者向けの物理の教科書でもよいので，適切な章を読むべきだ． もしすでに相

対論に馴染み深いとしたら， この章はやさしいまとめにすぎないが， とりあえず読ん

でほしい． というのは，表記のいくつかについては真新しいものかもしれないので．

3．1 ローレンツ変換

特殊相対論によると[11,一定速度で連動している系における物理法則は，静止系で

のそれと同様に適用できる． これが意味しているのは， 困ったことに（静止している

系があったとしても） どの系が静止しているのか，誰もわからないということだ．つ

まり，他の系がどんな速度なのかを知る手だてがない． なので， たぶん，最初からや

り直した方がよいのだ．

特殊相対論によると[11,物理法則はいかなる慣性系でも同じように適用可能である．

慣性系とは， ニュートンの第一法則（慣性の法則）が適用される系で，物体は何らか

の力を与えられない限り等速直線運動をする*1． いかなる二つの慣性系も互いに対し

て等速度運動していること， そして，逆に， ある慣性系に対して等速度で動いている

いかなる系も慣性系であることは，容易にわかる．

それでは, S′がSに対して一定速度⑳ （その大きさU)で動いている （というこ

とは, SはSﾉに対して－℃で動いている）二つの系SとS'を想像してみよう．運

動は，共通の座標系釦/"'軸に沿っていて（図3.1)，それぞれの系の時刻については，

*’均一な亜力場の元で自HI落下している系が「慣性」系なのかと､うかを考えてしまうとしたら， あな
たは，いま必要な知識よりも多くのことを知りすぎている． いまは重力は考えないことにしよう．
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それぞれの座標原点二つが重なった瞬間をゼロとする （つまり， 〃＝釦ノー0のとき’

t=t/=0) .そしていま, Sにおける時刻t,位置(〃,z/,z)である事象が発生したと

しよう. S,系において， この同事象の時空座標(鯵,,I/',z')とt'はどうなるだろうか・

その答えはローレンツ変換によって与えられる.

i. "/=,γ(m－t't) ii. l/'=z/
（3.1）

ロ, ﾐﾙｰﾆ ",=ヤ鋤
ここでγは

1
勺＝＝ （3.2）

' ､/1-U2/C2

である. S′からsに戻るための逆変換は，たんにt）の符号を変えるだけである（問題

3.1) ．
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ローレンッ変換にはすぐ’にわかるいくつもの重要な帰結があり，そのうち最も重要な

ものについて簡単に触れよう．

1．同時の相対性:Sにおいて同時刻に別々の場所で二つの事象が発生すると， それ

らはS′では同時ではない．具体的には， もしtA=tBだと

tA=b+:("c-") (34)
になる（問題3.2)．一つの慣性系で同時の事象でも別の‘|貫性系では|可時ではない．

2 ローレンツ収縮:Sﾉで鯨ﾉ軸に沿って棒が静Iこして横たわっているとしよう．片方

の端は座標原点で（〃ノー0)， もう一方の端はLノとする （なので, Sﾉ系における
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その棒の長さはL′である)．それをS系で測るとどれくらいの長さだろうか．棒

はSに対して動いているので，同時刻，たとえばt=0で，棒の両端の位置を測る

には慎重にならなければならない．その瞬間，左の端は〃＝0で，右の端は式(i)

によると, "=L'/7である． ゆえに，その棒のS系における長さはL=z//7で

ある． ここで， ′γがいつも1以上であることに注意せよ． その事実から，動いて

いる物体の長さは，静止している系での長さに比べて因子γだけ短くなる． ロー

レンツ収縮は動いている方向に沿ってのみ適用されることに注意しよう．垂直方

向の長さは影響を受けない．

3．時間の遅れ:S'系の原点に位置する時計が時間間隔Tﾉで時を刻むことを考える．

簡単のためにたとえば, tノ=0からt/=T′まで動いたとしよう． この時間間隔

をSで測るとどれくらいだろうか．その時計は〃'＝0では, t=0のときに動き

始めて, t'=T'で止まるので, (式(iv')によると) t=7T/となる．あきらか

に, S系での時間間隔T=1'T′は，同じ因子,γだけ長くなっている． あるいは，

裏返せば，動いている系に乗っている時計の進みが遅くなる．

素粒子物理学と間接的にのみ関連するローレンツ収縮と違って，時間の遅れは

実験室でよく起こっている． というのは， ある意味， あらゆる不安定粒子は内蔵

の時計をもっているのだ．それがどういうものであれ， その粒子に時間切れを教

える． そして， これら内部時計は，粒子が動いているときは実際にゆっくりと動

く．つまり，動いている粒子は止まっているときよりも （因子7だけ）長生きす

る（表に載っている寿命は， もちろん，粒子が静止しているときのものだ)*2．実

際，大気上層で生成された宇宙線ミュー粒子は，時間の遅れがなければ地表まで

届かないだろう （問題3.4)．

4速度の足し算:粒子が,Sﾉに対して速度u'で秘方向に動いているとしよう. Sに対

するその速度uはどれだけだろうか．その粒子は,時間△t=7[At'+("/C2)△麺'1

で距離△鰯＝γ(△範'+UAt')だけ進むので，

△鑓 △謎'+UAt' (△"ﾉ/△t')+"
x＝二 ：＝＝

△t △t'+(u/C2)△鉛′ 1+(u/C2)(△釦'/△t'）

となる． しかし，△麺/At=u,かつ△鰯′/△t′＝私ﾉなので，

*2実際のところ，個々の粒子の崩壊はランダムな過程だ． われわれが「寿命」 というときは，本当

は，それぞれの粒子枕の寿命の平均のことをいっている．正しくは，粒子の寿命が長くなったという

のは，動いている粒子集団の寿命の平均が長くなったということである．
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′uノ＋'U
u＝＝ （3.5）
1+(u'U/C2)

になる． もしuノーcなら， u＝cでもあることに注意せよ．光速はあらゆる慣性

系で等しい．

ある特定の状況では， どの数にプライムが付くのか，速度にはどっちの符号を付ける

のか， ときどき混乱が生じる．そこで，私は個人的には三つのルールを思い出す．動

いている棒は（因子γだけ）短い．動いている時計は（因子γだけ）ゆっくりだ． な

ので，方程式の両辺のどちらかに， これらの結果が得られるようにγ （〆yが1より大

きいことを思い出そう） を付ける．そして，

UAB+'"Bc
（3.6）

UAC=1+(UABUBC/C2)

を得る． ここで（たとえば) 'UABはBに対するAの速度を意味する．上式の分子は

古典論の結果だ（いわゆる「ガリレオの速度の加算則｣) ．分母は， アインシュタイン

の補正で，速度がcに近くない限り，非常に1に近い．

ろ.2 4元ベクトル

ここで，利便性のためにいくつかの単純化した表記法を紹介しておく．時空に関す

る4元ベクトル鰯/4， ただし〃＝0， 1，2，3， を以下のように定義する．

2 3

（3.7）

範脾で表すと， ローレンツ変換がより対称的な形で見える．

〃0ノー,γ(鰯0－β鰯'）

1／

（3.8）
ワノ ヮ
鑓一＝鰯＝

qノ q

〃J＝⑱1J

ただし，

′U

β三一
戸
q〃

(3．9）

である． さらにコンパクトにすると，
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3

”似'､~)A6"" ("=0, 1,2,3) (310)
Iノー0

となる． ここでの係数Aけは，以下の行列Aの行列要素と考えてもよい

γ －γβ 0 0

－戸Y8 '-y o o
A= ' !- ' - (3.11)

0 0 1 0

0 （） 0 1

(つまり, A8=AI=7, A6=A?=－'γβ, A;=A;=1,そして，それ以外はすべ

て0である)． たくさんのZを書くのを避けるために，アインシュタインの「和の表記

法」に従う．それによると，ギリシャ文字でくり返された指標（一つが上付きで， もう

一つが下付きのもの）については， 0から3まで足し上げる． こうすると，式(3"10)

は， とうとう*3

じ卜[=A#""
fj

(3．12）

と表される． この整然とした表記法には， 鯵方|hjに沿っていないローレンツ変換につ

いても|司じ形式で書けるという長所がある．実際, SとS′の座標*111は，平行でなくて

も構わない． 自然とA行列は複雑になるが，それでも式(3.12)はそのまま使える（一

方で，式(3.11）を使っても一般性を失うことはない． というのは，平行な座標軸をど

のように選ぶかについてはつねに自由度があり， Uの方向に沿って〃軸を取ることが

できる) ．

ある事象において個々の座標が変化したとしても，式(3.12)に従ってs系からs'

系に動くとき， ある特定の組み合わせは不変に保たれる （問題3.8)．

I=(zo)2 ("1)2_("2)2_(z3)2=(a,0')2_("1')2_("2')2_("3')2 (3.13)

そのような， どの慣性系でも|司じ値をもつ物理量をローレンッ不変とよぶ（同様の意

味合いで，物理量T2="2+I/2+z2は回転のもとで不変である). さて， この不変量

仁3このような表現で，足し算に使われているギリシャ文字〃は， もちろん，任意である．式の両辺で

一致していなければならないが， 「ぶら下がっている」指標〃,についても同じことがいえる． よって，

式(3.12)は， 躯厩=AX砺入と書いてもよい． どちらの表現でも以下の四つの方程式を表している．

"｡'=A:"O+A:"1+A:"2+A:"3, "1'=A;"O+AI"1+A:"2+A;"3
0ノ

"2'=A:"｡+A:"'+A;"2+A:"3, "3'=A:"｡+Af"'+A:"2+A:"3
2ノ
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3

をE範""似という和のかたちで書きたいが，運悪く厄介なことに三つのマイナスの
狸==0

符号がある． これらを消し去らないよう，計量9"〃を導入する．その成分は以下の行

列gで表される （すなわち, 900=1, 911=922=933=-1で，残りすべてはゼロ

である）*4．

1 0 0 0

0 －1 0 0

9＝ （3.14）
0 0 －1 0

0 0 0 1

9”を使うと， ローレンッ不変なIは二重和として書ける.

3 3

1=7~)E'""""節"＝恥鰯"懇〃 （3.15）
メL＝0"＝0

さらに先に進んで，共変4元ベクI､ル勿挫 （指標が下付き） を以下のように定義する

〃

〃/｣=9/Lし'砥 (3.16）

(すなわち， 釘0＝鉛0で， 鰯1＝ 〃17 "2=－〃29 "3=ー範3).違いを強調するため

に， 「元の」4元ベクトルが↓ （_上付き） を反変4元ベクI､ルとよぶ．すると， ローレ

ンッ不変量Iは最もすっきりとしたかたちで

I="“〃 (3.17）

と書ける（あるいは， 〃"範ﾉﾑ)．三つの面倒なマイナスの符号を残すためだけにしては，

これらすべては間違いなく複雑怪奇でやりすぎな表記に見えるが， いったん慣れてし

まうと実際には非常に単純だ（さらに，非デカルト座標系と，一般相対論で表れてく

る曲がった空間をうまく一般化する． どちらも， いまここでは関係ないが)．

時空の位置を表す4元ベクトル鎚以は，すべての4元ベクトルの原型だ．一つの慣

性系から別の慣性系に移るとき勿似と同様の変換をする4元ベクI､ルα狸を同じ係数

Aけを使って定義する．すなわち

""=A#qレ (3.18)

*4ここで注意しなければならないのは，その計趾を逆の符号(-1, 1, 1,1)で定義する物理学者もい
ることだ． もしIがローレンツ不変なら-Jもローレンツ不変なので大きな問胆ではないのだが，慣

れていない符号には目を光らせなければならない．幸運なことに，今[lではほとんと・の物理学者が式

(3.14)の表記を使っている．
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である．そのような（反変） 4元ベクトルそれぞれに対して， たんに空間成分の符号

をひっくり返して得られる共変4元ベクI､ルを関係づける． より形式的に書くと

（319）
〃

α脾=9""ﾉα

となる． もちろん，符号を逆にすることで共変から反変に戻れる．

α〃＝9/』〃qIノ （320）

ここで， g似〃は，詳しくいうと行列9 1の成分である （しかし，われわれの計量は逆

行列と同じなので, g/｣｣〃と帥皿は同じである).二つのいかなる4元ベクトルα〃と6仰

が与えられても，物理量

qLL6"=Q/が↓=(I,060－a161-α262－α363f~
(3．21）

は， ローレンツ不変になる （いかなる慣性系でも同じ数になる) ． これを今後， αと6

とのスカラー積とよぶことにする． これは，二つの3元ベクトルの内積の4元ベクト

ル版のようなものである （4元ベクトルで外積に対応するものはない)*5．

もし指標を書くのに疲れてしまうなら， ドットによる表記法を使うのでも構わない．

(322）q.b三α/｣,腓

しかし， これだと， 4元のスカラー量と，二つの3元ベクトルの普通の内積とを区別

する必要に迫られるだろう．最良の方法は，すべての3元ベクトルの上には綿密に注

意深く矢印をつけていくことだ（たぶん速度Uを除いて， というのは，速度は4元ベ

クトルの一部になっていないので，不定性の対象にならない) ． この教科書では， 3元

ベクトルに対しては太字を使う．すなわち

α、6＝q060 a.b （3.23）

α脾自身のスカラー積に対してもα2という表記を使う*6．

*5一番近いのはα/』bレーαIも"だが， これは4元ベクトルではなく2階のテンソルになってしまう

（この先を参照)．

*6一見， これは危険な不定性をもった表記だ． というのも， α2はα脾の2番目の空間成分にもなり

得るからだ． しかし実'祭のところ，個々の成分について取り扱うことはめったにないので’ これで問

題は起きない（もし本当に成分についていうときは, lﾘ｣示的にそのようにいった方がよい). もつと

深刻なのは， q2とα枠の3元ベク|､ル部分の大きさの2乗との間の混乱だ。起こり得るあらゆる誤

解を避けるために, 1IM人的にはα2=Q, .αのように後者には太字を使う． しかしながら， これは標

準的な表記法ではなく， もし別のやり方を好むならそれでよい．だが， q2とα2を区別する明確な方

法を早く見つけることを強くすすめる． さもないと，大きなトラブルに見舞われるだろう．
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旬

竺一

α 三＝（］ α＝(α0)2－a
2

(3．24）

しかし， q2が必ずしも正ではないことには注意が必要だ．実際，あらゆる4元ベクト

ルをα2の符号によって分類することができる．

もしq2＞0だと， αﾉｨ‘は時間的とよばれる

もしQ2＜0だと， α脾は空間的とよばれる （3.25）

もしα2＝0だと， α狸は光子的とよばれる

ベクトルからテンソルへは一足飛びに行ける．二つの指標をもつ2階のテンソルs"'′

は， 42＝16個の成分をもち, Aの因子二つで以下のように変換し，

s""=AMA:s侭。 （3.26）

3階のテンソルであるが”入は， 43＝64個の成分をもち, Aの因子三つで変換し，

t少入'=AMA:A>t侭｡ア (327)

などと続く． この階層性においては，ベク1､ルは1階のテンソルで， （不変）スカラー

は0階のテンソルとなる．共変で「混じり合った」テンソルを，添字を下げることでつ

くれる（それぞれの空間に対応する添字にマイナスを付けるという代償を払って)。 た

とえば，

s6=9',入s↓‘入; sJLI/ ==9JLK9"入s編入 (3.28）

などである．二つのテンソルの積自身もテンソルであることに注意せよ． （α"6”)は2

階のテンソルで, (q'It"入｡)は4階のテンソルなと．となる．最後に，上付きと下付きの

添字を足し上げることで，いかなる7z+2階のテンソルからでも「縮約した」 γ,階の

テンソルを得ることができる． よって, sifはスカラーで, t#しはベクトルで, q""4し入

は2階のテンソルとなる．

う.うエネルギーと運動量

あなたが高速道路をドライブしているとしよう．そして，議論のため，仮に光速に

近い速さで走っているとしよう．すると，二つの別々の「時間」に注目したくなるか

もしれない． もしサンフランシスコでの約束に間に合うかどうか心配しているとした
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ら，道路脇に表示されている， それ自身が運動をしていない時計を見るべきだ． しか

し， もし何か食べるための休憩時間をいつにするべきか気にしているなら，あなたの

手首にある腕時計を見るのが適切だ．相対論によると，運動している時計（いまの場

合，あなたの腕時計）が（地面に「じっとしている」時計に比べて相対的に）ゆっくり

と動くのと同様， あなたの心拍，代謝，演説，思考など， あらゆるものがゆっくりと

動く．具体的には， 「地上の」時間が無限小時間dtだけ進む間に， あなた自身の（固

有の）時間はより少ない量dT

此
dT＝－ （3.29）

γ

だけ進む．通常の速度ではもちろん7があまりにもlに近いので. dtとdTは，基本

的に等しい． しかし，素粒子物理学では，実験室系での時間（壁にかかっている時計が

示す時間） と粒子固有の時間（粒子の腕時計に表示される時間） との違いは決定的に

重要だ．式(3.29)を使うことで，一つの系から別の系に移ることはつねに可能だが，

実際的には，つねに固有時間を使うのが最も便利だ． なぜなら， Tはローレンツ不変，

つまり， あらゆる観測者が粒子の時計を読み取ることができ，複数の時計がばらばら

の時を刻んでいるとしても， いかなる瞬間どの鋤1!ll者から見てもその時計の表示は一

致している．

われわれが粒子の（実験室に対する） 「速度」について語るとき，それはもちろん（実

験室系で測定した）飛行距離を（実験室系で測定した）飛行時間で割ったものである．

d犯
′U＝＝－ （3.30）
dt

しかし，上でいま説明した観点から， （再び実験室系で測定した）飛行距離を固有時間

で割った， 固有速度叩を導入するのが便利だ*7．
7

α鉛

（3.31）
叩＝訴

式(3.29）によると， その二つの速度は因子γによって関係づけられる．

*7距離が実験室系で測定されている一方で，時間が粒子系で測定されているという点において， 固有

速度はごちやまぜな物理量だ．そういう愈味で，形容訶として「固有の」という言葉を付けることに

反対し， この言葉は， あらゆる物理品が粒子系において測定されたときに使われるべきだと主張する

人々もいる． もちろん，粒子自身の系では，粒子はまったく効かない．その速度もゼロだ． もしここ

で使った用語がうっとうしいなら， 77を「4元速度」とよぼう． 固有速度は計算するのがより楽な物

理型だが，通常の速度も棚測者が飛行している粒子を見ているという観点からはより自然な物理量だ

ということを付け加えざるを得ない．
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(3．32）γノー'YU

しかし， 77を扱う方がはるかにやさしい． というのは， もし実験室系Sから動いてい

る系s'に移りたければ，式(330)の分子と分母の両方をローレンッ変換しなければ

ならない．つまり，扱いにくい式(3.5)の速度の加算則にたどり着く．その一方で，す

でに見たように, d丁はローレンッ不変なので，式(3.31)では分子だけをローレンッ

変換すればよい．事実， 固有速度は4元ベクI､ル

〃"=等 （"3’
の一部で，その第0成分は

が
一
命

０
７７

d(ct)
(3.34）＝′vC

:＝＝

(1/7)d(

である． よって、

り'｣=7(c,"",uy,"z) (3.35)

となる． ちなみに， り"〃似はローレンツ不変になるべきで，

り"り"=,y2(C2－U:-"; ":)='y2C2(｣－U2/C2)=C2 （3.36）

となっている． これらは， これ以上にローレンツ不変になることはできないl

古典的には，運動量は質量と速度の積だ． この関係を相対論でも引き継ぎたいが，

疑問が生じる．通常の速度と固有速度のどちらの速度を使うべきなのだろうか．古典

的な考え方ではヒントをつかむことはできない． なぜなら，非相対論的な極限ではそ

の二つは等しいからだ． ある意味， たんなる定義の問題ではある． しかし，通常の速

度は悪い選択である一方で， 固有速度が良い選択になる，微妙だが説得力のある理由

がある． ポイントは以下だ． もし運動量を、Uと定義してしまうと，運動量保存則が

相対性原理と矛盾してしまう （ある一つの!'貫性系で保存すると，別の系では保存しな

くなる)． しかし，運動量を、叩と定義すると，運動量保存則が相対性原理と矛盾し

なくなる （もし一つの‘|貰性系で運動量が保存すると，他のあらゆる慣性系で自動的に

保存する)． この証明は問題3．12として読者にやってもらおう． ただし， これが運動

量の保存を保証しているわけではないことに注意せよ．保存しているかどうかは，実

験によって決めるべき問題だ． しかし，運動量保存を相対論的領域に拡張することを

望むなら，運動量はmUではなく, 77177と定義するのが完全に望ましいといえる．



3.3エネルギーと運動量 ZO3

トリッキーな議論なので， もしついてこられなかったなら，前の段落をもう一度読

んでみることをすすめる．結論としては，相対論では運動量は質量と固有速度の積で

定義されるということだ．

(3.37）p=77w7

固有速度は4元ベクトルの一部なので，運動量も4元ベクトルとなる．

pﾒ』 ==m,77"

p狸の空間成分が（相対論的な） 3元運動量ベクトルになる．

nZU

(3.38）

(3.39）p="ym,'U=

、/1－U2/C2

その一方で， 「時間的な」成分は

pO==J'77T,c (3.40）

となる． この後すぐにあきらかになるが，相対論的なエネルギーEを

77T,C2
E=Rym,c2=

、/'一U2/c2
(3.41）

と定義する．すると, p似の第0成分はE/cになる． よって，エネルギーと運動量が

一緒になり一つの4元ベクトル，つまりエネルギー運動量4元ベクトル（あるいは， 4

元運動量）を橘成する．

，"-催渉.鋤,蝋ゞ） ｛駄哩’
ちなみに，式(336）と（3.38)から

"","=¥ ワ 2 2

－才一pｰ＝7γ1， c
c全

(3.43）

もまたローレンツ不変になっている．

相対論的な運動量（式(3.37)）は，非相対論的な領域(TJ<c)では，古典論での表

式と一致する． しかし， 同じことが相対論的エネルギーにもいえるわけではない（式

(341))． この物理量がなぜ「エネルギー」とよばれるのか理解するために，その式を

テイラー展開してみる．

”-,剛倣“(叶器鵲ﾄｰ)-"傭"告""‘，半;":半… ｛3"’
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第2項が古典論での運動エネルギーに対応する一方，第1項(mc2)が定数であるこ

とに注意せよ．そうすると，古典力学ではエネルギーの変化だけが物理的な意味をも

ち， おとがめなしに定数を加えてもよいことを思い出すかもしれない． この意味にお

いては，相対論的な定式もU<cの極限である古典論に一致する．そこでは，展開さ

れた式の高次の項は無視できる. U==0でも残る定数項は静止エネルギーとよばれる．

R三77T,C2 (3.45）

そして，粒子の運動によるものと解釈できる残りのエネルギーが相対論的な運動エネ

ルギーである*8．

『="盧璽(､－1'=;"職．噌蠅:十… （3"‘
古典力学では，質量のない粒子は存在しない． もし存在すると，運動量(m")がゼ

ロで，運動エネルギー((1/2)m"2)がゼロ，そして,F=γ九αなので力も受けない．

よって（ニューI､ンの第三法則によって）他のいかなる物にも力を与えない．それは

まさに力学上の幽霊だ．一|朧同じことが相対論でもいえると思うかもしれないが，注

意深く以下の式

ワ

7”,C＝γn,'U

p=､/1-､u2/c2' E=､/1_"2/c2 (347)､/1－U2/C2

を眺めると，抜け道があるのに気づく．m,=0のとき分子はゼロだ． しかし， U＝c

だと分母も消えて， これらの式は不定（0/0）になる． なので，粒子がつねに光速で飛

行しているならば,m,=0が許されることになる． この場合，式(3.47)はEとPを

定義する役目を失うが，式(3.43）はそれでも成立する．

U=c, E=|pc (質量のない粒子に対して） (3.48）

個人的にはこの「議論」は冗談だと思う．だが，質量のない粒子（光子）が自然界に存

在していることがもし知られていなかったら，光子は光速で飛ぶし，そのエネルギーと

運動量は式(3.48)で関係づけられる． なので，その抜け道を真剣に受けとめなければ

ならない． もし，式(3.47)がpとEを定義しないのなら，質量のない粒子の運動量と

*8「相対論的質量」について，ずっと言及してこなかったことに注意してほしい．それは有川な働き

のない余分な物理量だ． もし，それに出くわしたとしたら，その定義は、,,.e'三γmである．だがこ

れは， まったくもって不要だ． というのは, Eと係数C2しか違わないからだ．mrelについていわ

れていることは, Eについていってるにすぎない． たとえば「相対論的質量の保存」は，係数C2が

割られてなくなっているだけでエネルギー保存と何ら変わりない．



3.4価突 I07

エネルギーは何が決めるのか， と尋ねたくなるかもしれない．質量でもなく （仮定によ

りそれはゼロだ)， スピードでもない（つねにcだ)．では, 2eVと3eVの光子では何

が違うのか．相対論は答えを提供しないが，興味深いことに量子力学がブランクの式

(3.49）E=ノル

から答えを与えられる．振動数がエネルギーと運動量を決めるのだ. 2eVの光子は赤

で, 3eVは紫だ！

ろ.4衝突

これまでのところ，相対論的エネルギーと運動量は定義以外の何物でもなく，物理は

これらの物理量が保存しているという経験則のもとで成立している．相対論では，古

典力学同様，最もすっきりとした保存則の応用は衝突に対してである． まずは，対象物

AがBに当たり （エアホッケーのテーブルの上のパックを想像するとよい)CとDを

生成するという古典的な描像を想像してみよう （図3.2) ． もちろんCとDはAとB

と同じものでもよいし，塗料（でも何でもよい）がAから剥がれ落ちてBにくっつき，

結果として終状態の質量は初期状態と違ってもよい（しかし， ドラマの登場人物はA,

B,CそしてDだけだという強い仮定がある． もし何らかの残骸Wがその現場に残っ

ていると， より複雑な過程A+B－→C+D+Wについて議論していることになっ

てしまう）．衝突とは，非常に短時間に起こるという特徴をもち，重力や飛跡に沿った

摩擦力などの外力の影響はないものとする．古典力学的には， そのような過程におい

て質量と運動量はつねに保存するが，運動エネルギーは保存したりしなかったりする．

う.4.1古典的衝突

1．質量は保存する． γnA+m,B=m,c+'m,D

／
、
Ｃ
，

一
Ａ

、
B

衝突前 衝突後

図3.2A+B→C+Dという衝突
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2．運動量は保存する. pA+pB=pc+pD

3，運動エネルギーは保存するかもしれないし，保存しないかもしれない．

衝突を，運動エネルギーが減少する「粘性」 （典型的には運動エネルギーが熱に変換

される） タイプ，運動エネルギーが増力l1する「爆発」 （たとえば,Aは車のフロントバ

ンパーに押し縮められたばねをもっていて，衝突によって留め具が外された結果， ス

プリングに蓄えられていたエネルギーが運動エネルギーに変換されるのを想像しよう）

タイプ，そして運動エネルギーが保存する「弾性」タイプ， という三つに分類しよう

と思う．

(運動エネルギーは減少）

(運動エネルギーは増加）

(運動エネルギーは保存）

粘性

爆発

弾性

ｂ
ｂ
ｂ

Ｉ
皿
Ｚ

十
＋
＋

恥
乃
叱

ン
く
一
一

恥
恥
恥

十
十
十

、
迩
恥

(a)

(b)

(c)

(a)の極端な場合，二つの粒子がくっついてA+B→cのように，終状態では本当

に一つの物体になってしまう. (b)の極端な場合，一つの物体がA→C+Dと二つ

に分裂する （素粒子物理学の言葉では, AがC+Dに崩壊する).

3．4.2相対論的衝突

相対論的な衝突においては，エネルギーと運動量はつねに保存する．いい換えると

エネルギー運動量4元ベクトルのすべての成分が保存する．古典的な場合と|司様に

運動エネルギーは保存するかもしれないし，保存しないかもしれない．

エネルギーは保存する:EA+EB=Ec+ED

運動量は保存する:pA+pB=pc+pD

運動エネルギーは保存するかもしれないし，保存しないかもしれない

１
２
３

(最初の二つはまとめて一つに書ける:p:+p:=p6十pち）

そしてまた，運動エネルギーが減少するか，増加するか， 同じかによって，衝突を

粘性，爆発，弾性に分類できる．全エネルギー（＝静止エネルギー＋運動エネルギー）

はつねに保存することから，静止エネルギーは（よって質量も) ，粘性衝突では増加し，

爆発衝突では減少し、弾性衝突では変わらない．

(a)粘性（運動エネルギーは減少) :静止エネルギーと質量が増加

(b)爆発（運動エネルギーは増力II) :静止エネルギーと質量が減少



3．5応用 例 ZO9

(c)弾性（運動エネルギーは保存) :静止エネルギーと質量は保存

弾性散乱以外では，質量は保存しないことに注意せよ*9． たとえば， 汀0－→7十丁崩

壊では，初期状態の質量は135MeV/c2だが，終状態の質量はゼロだ． ここでは，静

止エネルギーが運動エネルギーに変換されたのだ（大衆紙の不見識な言葉では「質量

がエネルギーに変換された」 となり，次元の整合性への無頓着さが多くの人を腹立た

せる)・逆もまた真で，質量が保存しているならその衝突は弾性だ．素粒子物理学でこ

れが起こるのは， たとえば，電子-陽子散乱(e+p-'e+p)のように, |司じ粒子が

入って同じ粒子が出てくる場合に限られる*10．

古典論的解析と相対論的解析の間には構造的な類似はあるものの，非弾性散乱の解

釈には際立った違いがある．古典論の場合，エネルギーは保存し，運動エネルギーか

ら何らかの「内部的」なもの（熱エネルギーやばねのエネルギーなど）に変換するとい

うし，その逆もまた真である．相対論的解析の場合は，エネルギーは運動エネルギー

から静止エネルギーに変わった，あるいは，その逆だという． これらは， どうしたら

論理的に無矛盾なのだろうか．結局のところ，相対論的力学は， むくcの極限では古

典力学になるはずである． つまり， 「内部的」なかたちを取るエネルギーのすべては，

物体の静止エネルギーに反映される， というのが答えだ．熱い芋は冷たい芋よりも重

く，縮んだばねは伸びたばねよりも重いのだ．巨視的なスケールでは，静止エネルギー

は内部エネルギーに比べて圧倒的に大きいので， これらの質量差は日常生活では完全

に無視されるし，原子レベルでもきわめて小さい．原子核そして素粒子物理の世界だ

けは，典型的な内部エネルギーが典型的な静止エネルギーと同じくらいの大きさにな

る．それでも，原理的には，重さを測るときはいつでも，物体を構成しているものの

静止エネルギー（質量）だけでなく，それらの運動エネルギーと相互作用によるエネ

ルギーすべてを測っているのだ．

ろ.5応用例

相対論的運動学の問題を解くことは，科学であると同時に芸術だ．そこに含まれて

いる物理は必要最低限で，エネルギー保存と運動量保存だけなのだが，代数はなかな

＊9昔の川語では，相対論的質量は保存し，静止質磑は保存しないといった．

*'0原理的には， もし2組の粒子の質量f|｣が等しければ(A, BとC,D),反応A+B-C+D
を「弾性」だと考えてよいはずだが，実際には， そのような偶然の一致はないので，素粒子物理学者

は， 入って来たのと|司じ粒子が出て行くときに「弾性」という言葉を使う．
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か手強い、与えられた問題を解くのに2行で済むか， 7ページかかってしまうかは，問

題を解くための道具立てやトリックに対してどれだけ腕前があって慣れているかに大

きく依存する． ここで， いくつかの例題に取り組むことを提案し，その取り組みの過

程で，読者にも有用な手間を省くための工夫を紹介していく [21.

例題3．1 それぞれ質量、をもった二つの粘土の塊が速さ(3/5)cで正面衝突し （図

3.3) ， くっついて一塊になる．最終的に形成された塊の質量Mはどれくらいか．

処
J

－〔

5

J

（

5

、

M

衝突後

ｰ一

7凡 仰1

衝突前

図3．3質量の等しい粒子の粘性散乱

答え:エネルギー保存からE1+E2=EMが成立する． また,運動量保存からpl+p2=

PMが成立する． この場合，運動量保存はあきらかでpl=-p2となるので，終状態

の塊は静止している（初めからこれはあきらかであった)．初期状態のエネルギーは等

しいので，エネルギー保存により下式が成り立つ．

2m,c2

Mc2=2Em=､/'℃iii51'":12"""'
結論:M=(5/2)mである． これは初期状態の質量和よりも大きいことに注意せよ．

粘性散乱においては，運動エネルギーが静止エネルギーに変換されるので，質量は増

加する．

例題3．2静止している質量Mの粒子が，それぞれ質量‘mの二つの粒子に崩壊する

(図3.4) ．崩壊してできた粒子はどれだけの速さで離れていくか．

U 2ノ

○ 〈一○ ○一一
7，， ,〃'1．

M

肋壊前 肋壊後

図3．4ある粒子が二つの質量の等しい粒子に崩壊する
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答え：これはもちろん例題3.1の逆の過程だ．運動量保存により，二つの塊が同じ速

さで反対向きに飛ぶことがわかる．エネルギー保存により

2m,

M= よってU=c,/1 (2"z/M)2/可 ワノワ

V上 ℃‐/c~

が要求される． この答えは, AMが277zを超えないと無意味だ．最低でも，終状態の静

止エネルギーを補うだけの静止エネルギーが初期状態になければならない（余分はど

れだけでもよい．それは運動エネルギーとして使われるので)．M=2m,がM→2m,

という過程のしきい値である， という．たとえば，重水素は|場子と中性子に崩壊するた

めのしきい値以下である(m"d=1875.6MeV/c2で,mp+mm,,=1877.9MeV/c2) .

それゆえ安定なのだ．初期状態と終状態のエネルギー差に相当するエネルギーを系に

注入して初めて重水素を引き裂くことが可能になる（もしpと”,の束縛状態がそれぞ

れの和よりも軽いのが気にかかるなら，すべての内部エネルギーと同様に，静止質量

に反映されているはずの重水素の束縛エネルギーが負であることに注意しよう．実際，

あらゆる束縛状態の束縛エネルギーは負でなければならない． もし複合粒子が構成粒

子の質量和よりも重ければ，すぐに崩壊してしまう）．

例題33静止しているパイ中間子がミュー粒子とニュートリノに崩壊する（図3.5）

ミュー粒子の速さはどれくらいか．

○／ゥ

と
刷
り

１
［
ｎ
Ｍ

汀
○
壊Ｊｍ阿
必

Ｊ
１
Ｊ

図3－5荷電パイ中間子の肋壊

答え：エネルギー保存がE#=E"+Eしを要求する．運動量保存からp7T=pi｣+p,/

だが,p7T=0なので' pl｣=pしになる． よって， ミュー粒子とニュートリノは反

対向きに同じ大きさの運動量をもって飛ぶことになる．先に進むには，粒子のエネル

ギーを運動量に関係づける式が必要になる．式(3.43)がこれにあたる*'1．

*'’式(339）を速度について解き，その結果を式(3.41）に入れようと思うかもしれないが，それは非
常にまずいやり方だ．一般的に，相対論的取り扱いでは速度は扱いづらい変数である．式(343）を
使えば,Eとpの間を直接行ったり来たりできる．
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提案1運動量がわかっているときに粒子のエネルギーを求めるには(あるいはその逆)，

E2 p2C2=m,2C4 （3.50）

というローレンツ不変な関係を使う．

いまの問題では，

E7T=m,7Tc2

E"=ci/mic2+p:
E,,=|p"lc=|p"|c

となる． これらをエネルギー保存の式に代入すると，

f

m"C2=C,/miC2+p:+|n|.

つまり

('--|p"|)2=miC2+pi

を得る． これをp"|について解くと，

m:-micp"=
2'm7T

となる．一方で， ミュー粒子のエネルギーは（式(3.50)から）

m:+miC2EIL=
2m,7r

である．

いったん，粒子のエネルギーと運動量がわかってしまえば，その速度を求めるのは

やさしい． もしE=Rym,c2,かつp=/)/m,,Uならば，後者を前者で割ると

p/E=U/C2

を得る

提案2 もし粒子のエネルギーと運動量がわかっていて速度を求めたいなら，以下の

式を使う．

"=pC2/E (351）
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よって， われわれの問題の答えは

m: mi@U/｣= :) , 5
m'升十m勘

となる．実際に質量の値を入れてみると, ,U"=0.271cを得る．

この計算におかしなところは一つもない．保存則を脇道にそれず系統立てて利用し

ている． しかし， ここで4元ベクトルを使うと， ミュー粒子のエネルギーと運動量を

ずっと素早く求めることができるということを示したい（4元ベクトルの上付きの添

字に〃を使うべきだが，粒子としての〃と時空間の添字である〃とを混同してほしく

ないので， ここでは，そして， この先でもしばしば，時空間の添字は省略し，スカラー

積についてはドットを使う）．エネルギーと運動量の保存は

p7T=p/』十脚あるいはp〃==p7r－p〃

を要求する．両辺それぞれで， 自身とのスカラー積を取ると，

p:=p:+p: 2p両pj｣,

を得る． しかし，

E7T

p:=0; p:=Wn:C2, p:="'iC2 そしてp7r .plL==
2 2

C

なので

似
吋

Ｅ
元ｌ汀

ｕ
‐Ｅ
Ｃ

0=m:c2+mic2_2m,rE"

となり,E狸はすぐにわかる．

同様に，

p/』=p7r-Iル

の両辺を2乗すると

mic2=m:c2_2m"E"

を得る． しかし,E"=p"c=|p"|cなので，

2m"p"|=(m:-mi).

であり，それによりp"|がわかる． いまの場合，問題が単純だったので4元ベクトル
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を使うことで省略できた仕事量はわずかであったが， より複雑な問題に対してはその

恩恵は莫大になり得る．

提案3 4元ベクトルを使い, ローレンツ不変な内積を利用せよ. いかなる（実）粒子

に対してもp2=m,2c2 (式(3.43))が成立することを思い出そう．

この種の問題に取り組むときにローレンツ不変量を使うことがそんなにも強力であ

る理由の一つは，適用したいどんな‘|貰性系でもその関係を使ってよい点だ．実験室系

が最も単純な系ではないことはよくある． たとえば，典型的な散乱実験では， ビーム

は動かない標的に打ち込まれる．興味をひく反応は，たとえば, p+p-→何か， とい

うものかもしれない． しかし，実験室系では物事が非対称となる． というのは，一つ

の陽子は動いていて， もう一方は止まっているからだ．二つの|場子がそれぞれ同じ速

さで近づいてくる系で見た方が，運動学的にはずっと単純になる． このような系では

(3元ベクトルの）運動量の総和がゼロになるので， この系のことを重心(CM)系と

よぶ．

例題3．4 カリフオルニア大学バークレー校のベバトロンは, p+p→p+p+p+p

反応によって反|湯子をつくろうというアイデアで建設された．つまり，高エネルギー

の陽子を静止している陽子にぶつけて（元々存在していた粒子に加えて）陽子反陽子

対をつくろうというものだ． この反応が起こるためのエネルギーのしきい値（入射陽

子の最小エネルギー）はどれだけか．

質問：この反応は実験室系では図3.6(a)のように，重心系では図3.6(b)のように見

える． さて， しきい値の条件は何だろうか．

p○三ア
p○一←

(a) ○一一
p

○
ｐ

耐鳶一衝突前

､~｡"
(b)
○一一-一○

塩嬢､衝突前

図3.6 p+〃→p+p+p+p反応. (a)実験室系の場合! (b)重心系の場合
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答え：たんに，その二つの余分の粒子をつくるに足るエネルギーだ．実験室系では， こ

の状況をどのように定式化すればよいのか理解するのは難しい． しかし重心系では簡

単だ．運動エネルギーとして「無駄になる」エネルギーがないように，終状態の四つ

の粒子は静止していなければならない（もちろん，実験室系では，運動量保存により

終状態に動きがなければならないので， この状況は達成し得ない)．

p偽tを実験室でのエネルギー運動量4元ベクトルの総和だとしよう． これは保存す

るので，衝突前で評価しようが衝突後に評価しようが関係ない．衝突前だとすると，

iE+mc'
1

I C
、

、
､

）,p1 ,0,0
／

u

ptot=

となる． ただしここで,EとPは入射陽子のエネルギーと運動量で, 77Zは|湯子の質量

である． さらにpitt'を重心系におけるエネルギー運動量4元ベクトルの総和だとし

よう． これも衝突前でも衝突後でも関係ない．今度は衝突後にする． （しきい値では）

四つの粒子すべてが静止しているので，

p偽t'=(4mc,0,0,0)

となる． あきらかにp偽t≠pttt'であるが， ローレンッ不変量であるp"t｡tptttと

pht｡tpt:､'は等しいので，

(砦"値)≦ -p2=(4mc)2
2

乱 ノ

となる．標準的なローレンッ不変の関係（式(350)） を使ってp2を消去し,Eにつ

いて解くと

旬

E=7m,c&

を得る． あきらかに， この反応を起こすためには，入射する陽子は，最低，静止エネ

ルギーの6倍の運動エネルギーをもたなければならない（そして実際反陽子が初め

て発見されたのは，加速器のエネルギーが約6000MeVに達したときであった).

たぶん， ここが保存量と不変量との違いを強調するよいタイミングだ．エネルギー

は保存する （衝突後の値は衝突前と同じだ)． しかし，不変ではない．質量は不変だ

(いかなる慣性系でも同じだ)． しかし，保存はしない．不変であり保存する物理量も

あるが（たとえば電荷) ，多くはそうではない（たとえば速さ)．例題3．4で示したよ

うに，保存量と不変量をうまく利用することで，面倒な代数の多くをやらなくて済む．
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また， いくつかの問題では重心系で解析する方がはるかにやさしいということを証明

したが，一方で，実験室系の方がより単純なときもある．

提案4 もし実験室系で問題が厄介だったら，重心系で考えてみよ

二つの同一粒子の衝突よりも複雑なものを取り扱うときも，やはり, (pt｡t=0であ

る）重心系は有用な系だ． というのも， この系では運動量保存があきらかで，事象の

前後で運動量ゼロだ． しかし，つねに重心系が存在するのか読者は疑問に思うかもし

れない．いい換えると，質量7)T,1, 7n,2, 7n3, ･ ･ ･ , と速度U] , ,U2, ,U3,…， をもつ無

数の粒子があったとき，それらの（3元ベクトル）運動量の総和がゼロになるような‘|貫

性系は必ず存在するのだろうか．答えはイエスだ．そのような系の速度を求め， その

速度がc未満であることにより，それを証明する．実験室系(s)におけるエネルギー

と運動量の総和は

E$｡､=7~)*C2, p,｡↓＝ェγγ",⑳‘ （3.52）

である. p&､は4元ベクトルなので，速さひでptotの方向に動いている系S/での運

動量を求めるために， ローレンッ変換を使うことができ，

'PI｡[-,(,&･-風竿）
となる． とくに， Uが

U |pt｡tlc lE,'γm'"'|
＝＝ 二＝

c Etot Enimic

となるように選ぶと，上記の運動量はゼロになる． さて，複数の3元ベクトルの和の

大きさは，それぞれの大きさの和を越えることはできないので（この幾何学的にあき

らかな事実は「三角不等式」として知られている)，

2<E7imi(U'/c)
c－ 画γ‘m'

であり, Ut<cなので, U<Cであることが確実である*12. よって，重心系はつねに

存在し，その系の実験室系に対する相対速度は

*'2証明するための作戦として，粒子のうち少なくとも一つは質量をもつことを仮定している． もし粒

子すべてに質量がないと， ℃＝cになってしまい，重心系が存在しない． たとえば，単独の光子に対

しては重心系は存在しない．
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I ﾛ、1
1〔Lﾉ (1)）

A←← ＝<一○B AO ○B

図3．7実験の二つの配置. (a)衝突型, (b)固定標的

ptotc2
（3.53）'UCM=EtOt,

で与えられる．

”対を生成するには'場子の静止エネルギーの6倍の入射運動エネルギーが必要だと

いう，例題3．4の答えを振り返ると奇妙に感じるかもしれない.結局のところ，新た

な静止エネルギーとして2m,c2しか生成されていない． この例は，静止標的での散乱

の非効率を如実に示している．運動量保存により， たくさんのエネルギーが終状態の

運動エネルギーとして浪費されてしまうのだ・動いている二つの陽子を互いにぶつけ

て，実験室系を重心系にしてしまうことができたと考えてみよう.すると，それぞれ

の,場子には771,C2の運動エネルギーがあれば十分で、固定標的実験で必要なエネルギー

の，/6で済む． これを実現するために’ ’970年代初頭に衝突型加速器（コライダー）

が開発された（図3.7)．今日では，高エネルギー物理用の新しい加速器のほぼすべて

がコライダーである．

例題3．5それぞれ質量、，運動エネルギーTの二つの同種粒子が正面衝突する場合

を考えよう．それらの相対論的な運動エネルギーT' （すなわち，片方の粒子の静止系

における， もう一方の粒子の運動エネルギー）はどれだけか．

答え：いろいろなやり方がある．簡単なのは，重心系と実験室系における4元ベクト

ルを書き下し，

,"､¥,｡), "M､'-("",')
(pt｡t)2=(pt｡t')2と置くと

(¥)"=(4")2"
ノ2

を得る．式(3.50）を使いp′を消去すると

2E2=mc2(E'+mc2)

となり， その答えをT=E-m,c2とTノ=Eノー77TC2で表すと
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(叶赤）rノ=4T (3．54）

を得る．古典的な解であるT'=4Tに,T<,mc2の極限で一致する （古典的には，

Bの静止系ではAは2倍の速度をもち， よって，重心系で見るよりも4倍多い運動エ

ネルギーをもつ)． さて，係数4は確かに利益だが， （第2項から得る）相対論的な利

益の方がはるかに大きい．実験室系での運動エネルギー1GeVの電子|可士を衝突させ

ると，相対論的な運動エネルギーは4000GeVにもなる！

参考害

[1]特殊相対性理論には多くの優れた教科沓がある． とくにすすめるのは, JHSmith: Introductlon

toSpecialRelativity(Dover, 1996)魅ﾉJ的な（しかし，非正統的な） アプローチであれば，

(a)EF.TaylorandJA.Wheeler: SpacetimePhysics,211dedrL(FreemaI1, 1992)

[2］ もっと突き詰めるなら,標準的な参考文献はR.Hagedorn:RelativisticKinematics(Be''jamin,
19641．

問題

3．1式(31)をむ', Z//, z/, t'を用いて釦, Z/, Z, tについて解け．それが式(33)になっているこ
とを確認せよ．

3.2 (a)式(34)を導出せよ．

(b)地上の時計（系S)によると，街灯AとB(4km離れている）は，正確に午後8時に点灯

した．光速の3/5の速さでAからBに向かって移動する列車（系S′）から見ると， と､ち

らが先に点灯するだろうか． また， どれくらい後（秒単位）で． もう片方のライトが点灯し

ただろうか． ［注意：相対性理論では，観測者が実際に見たもの（列車のどこにいたかに依

存する）ではなく，光が観測者に届くまでの時間を補正した後, S′が何を観察したかについ

て考える. ］

3.3 (a)体積はどのように変換されるだろうか（静止系s'で体積がv′の箱を考えると，速度ぴで

移動している系sから見るときの体積はどうなるだろうか) ．

(b)密度pはどのように変換されるだろうか（静止系s'で崩位体祇あたりp'佃の分子があると
き，系sから見たら，単位体積あたり何個の分子があるだろうか)．

3.4宇宙線のミュー粒子は大気の高い場所（たとえば, 8000m)で生成される． そして光速に非常に

近い速度（たとえば, 0.998c)で移動する．

(a) ミュー粒子の寿命が(2.2×1() 6秒）与えられているとき，相対性理論を考慮しない場合，

ミュー粒子は崩壊する前にどのくらいの距離を動けるだろうか． ミュー粒子は地表まで届く

だろうか．

(b)相対性理論を考慮した場合，前問はと、うなるだろうか（時間の遅れのために， ミュー粒子は

長く生き，遠くまで到達する) ．

(c)パイ中間子も大気の高いところで生成される，順序としては, (宇宙からの) |場子と （大気中

の） |場子の衝突→p+p+パイオンとなる．パイ｢|1間子はこのときミュー粒子に崩壊する．

7T →〃+"/｣ ; 7T+→脾++"". しかし，パイ中間子の寿命は非常に短い(2.6×10 8



問題 ZZ9

秒)．パイ｢'二'間子の速度を同じ （0.998c)だと仮定した場合，地表に届くだろうか．

3.5単一のビームエネルギーをもつミュー粒子の半分が睡初の600mで崩壊する． どれくらいの速さ

だろうか．

3.6難法者が(3/4)cになる車で逃走し，警官は速度(1/2)cにしかならない追跡車からﾘiii丸を発射し

た．弾丸の銃'二I速度（銃に対する速度）は(1/3)cであるとすると，弾丸は目標に到達するだろ
うか．

(a)相対性理論を考噸しない場合ではどうか、

(b)相対性理論ではどうか、

、ハ

砦織 癖2一 一

3.7式(312)を反転する行列M:砥〃＝A〃鯨"を（式(3.3)を用いて）求めよ.MはAの逆行列
であり, AM=1となることを示せ．

38 （式(3.13)の）堂Iがローレンツ変換（式(38)）のもとで不変であることを示せ．

39与えられた二つの4元ベクトルα'4＝(3,4,1,2）と6“＝(5,0,3；4)を用いてα"' , b",q2, b2,
q.b, a2, 62, q. I)を求めよ． また， αﾉ』とb牌は時間的ベクトル‘空間的ベクトル， もしくは光

子的ベクトルのどれだろうか．

3.10添字を交換しても同じ(sI'"=sﾉ"／）であった場合， この21階のテンソルは対称という．交換す

ると符号が変わるもの（α胆/』＝一a上"ﾉ） を反対称という．

(a)対称なテンソルにはいくつの独立した成分が存在するだろうか(s'2=s21なので， これら
は一つの独立成分として数える) ．

(b)反対称テンソルにはいくつの独立した成分が存在するだろうか．

(c)対称性はローレンツ変換のもとで保存されている．すなわち, S"I'が対称ならばSILIノノも対
称であることを示せ．反対称の場合はどうだろうか．

(d) s枠が対称であればs“しも対称であることを示せ． αノルが反対称の場合α腱1,も反対称であ
ることを示せ．

(e) s"しが対称で， αﾉ』”が反対称性とした場合, S""α",,=0が成り立つことを証明せよ．

(f)任意の2階のテンソル(t脾〃）が反対称テンソル（αノル） と対称テンソル(s"!ﾉ）の和で表す
ことができることを示せ． t卜ししを与えて， s脾'′とα｝"′を明示的に椛成すること．

311節方向に速度(3/5)cで移動する粒子がある. |kl有速腱77/4を求めよ (4成分すべて) .

3.12粒子A(4元運動量p：） と粒子B(4元運動量唯）が衝突し，粒子c(pe) と粒子D(p6)
が生成される場合を考える． （州対論的）エネルギーと運動量は，系Sにおいて保存されると仮定

する (p:+pe=p:+p6) . ローレンツ変換(式(3.12))を用いた系s'でも，エネルギーと
運動量は保存されるか確かめよ．

3.13質量777,をもつ(実)粒子の〆は, '1寺間的べｸﾄﾙ,空間的べｸﾄﾙ,光子的べｸﾄﾙのどれか.

また， 質量のない粒子，仮想粒子ではと÷うか．

3.14高湘の芋は低温なものよりどれほど重いだろうか(kgで表せ)．

3.15速度UのパイIII 1冊子はミュー粒子とニユートリノに肋壊する (7T－→〃,一十厩↓)． もしニユート
リノが元々のパイ中間子の方向から90oずれた角度に出現したとすると， ミュー粒子はどの角度

に放出されるだろうか［答え: tan9=(1-,":/"l:)/(2βγ2)]
3.16粒子A(エネルギーE) を粒子B(怖止している）にぶつけると，粒子C1,C2,…が生成され

る:A+B一C1+C2+･ ･ ．+Cr,: .極々の粒子の質量を用いて， この反応のしきい値（つま

り，峨低エネルギーE) を求めよ．
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｜篤怠: '‘、猟-"鳥"《 ”=…，皿_､ml」
3.17問題3－16の結果を用いて，以下の反応のエネルギーしきい値を求めよ． ここで，標的の|場子は
静止していると仮定する＊'3．

(a)p+p→p+p+7ro (b)p+〃→1ﾌ+p+7T++7T-

(c)x-+p一p+p+" (d) 7『 +p->Ko+20

(e)p+p－′p+2++Ko

3.18初めて人工的につくられたQ一 （図1 .9）は固定された水素原子に尚エネルギーの陽子を照射し

てK+K対を生成することによって得られた(p+p→p+p+K++K一) .Kーは次に
別の静止陽子とK-+p一Q-+Ko+K+のように反応する． このような過程でQ一をつく

るために必要な（入射陽子の）晶小の運動エネルギーの値を求めよ （ケルマンは， この実験が実現

可能かどうか計算したに違いない)．

3.19静止した粒子Aが粒子BとCに〃i壊したとする (A一・B+C).

(a)各々の粒子の質量を川いて放出する粒子のエネルギーを求めよ．

m3,+m: m3211答え:EB= 。，
L 2mA 」

(b)放出する粒子の運動量の大きさを求めよ．

答え: ,pe,=,pc,=I/"':,"'&)
2m,Ac

ここでは入は， いわゆる三角形関数である

‐入(", zI,z)="2+z/2+z2_2"il/-2;EZ-2M/z_

(c)入(o｣2,62､C2)=(q｣+I)+C)(Q+I)-C)(Q,-b+C)(q-b-C)という係数に注意せよ．
|pB|はm,A=m,B+'"Lcのときゼロになり,mA<(77LB+'mc)のとき虚数になる． こ
のことを説明せよ．

3.20問題3．19の結果を用いて，以下の反応の各々の肋壊生成物の重心エネルギーを求めよ （脚注＊13

を参照)．

(a) 7r -→拠十〃I』 (b) 7ro→γ＋γ

(c)K+-→7T++7TO (d)A→p+7T

(e)Q一→A+K

3．21静止したパイ中間子はミュー粒子とニユートリノに崩壊する(7T一一/1， +"L4).平均して， ミュー粒

子は崩壊するまでに(真空中で)どれだけ移動できるか［答え: 〔メ=[(,": ,":)/(2mT")]cT=
186m]

3.22静止した粒子Aは三つ以上の粒子に崩壊する.A→B+C+D+・ ‘ ． ．

(a)各々の粒子の質量を川いて， このようなlji壊で粒子Bがもてる最大エネルギーと最低エネ

ルギーを決定せよ．

*'3注意;ParticlePhysicsBooklet (その他のほとんどの情報源）の粒子の質量はMeVで示され

ている． たとえば， ミュー粒子の質堂は1()5.658MeVである． これらが意味することは， もちろん，

ミュー粒子の静lヒエネルギーはm,/4c2=105.658MGV, または77'"=105.658MeV/c2である．
どの値を入れる前にも質量を静止エネルギーに変換するのが安全だ． この場合では， たとえば，分母

と分子にC2を掛けることでEn,in=I(Mc2)2-(m,Ac2)2-('mBc2)21/2(mBc2)が得られる．
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(b) ミュー粒子の崩壊/』一一→e +"e十〃j』により生成される龍子の峨大エネルギーと最小エ
ネルギーを求めよ．

323 (a)速度Tjの粒子が静止している同じ粒子に近づいているとする． これを重心系で見た場合の
各粒子の速度(U)を求めよ （古典的であれば， 当然，速度はたんにⅧ/2となる).

［答え: (C2/,M)(1 I/1－U2/C2)]

(b) ,γ=1/I/1-"2/c2をγ'=1/､/1-U2/C2を用いて表せ. [答え: ､/(γ'+1)/2]
(c) (b)の結果を用いて重心系の各粒子の運動エネルギーを求めよ．そして式(354)を再導出
せよ．

3.24A+B→A+C,+C2+"･ (粒子Aが粒子Bを散乱させて粒子C1,C2,…を生成する）

のようなタイプの反応は実験室系(Bは静止）および重心系(pt｡h=0)に加えて有用な別の｣|賀性

系が存在する．それは「ブライト」系，あるいは「れんがの壁」系とよばれ,Aがれんがの壁で跳ね

返るように，その勢いが反転する(pafte,.=-pbef｡re)系である．弾性散乱(A+B-→A+B)

の場合を考える．重心系で粒子AがエネルギーEを運び，角度0で散乱する場合，プライ|､系で

エネルギーはどのくらいか． また，重心系に対するプライ |､系の速度（大きさと方向）を求めよ．

3.25二体散乱A+B→C+Dについて， マンデルスタム変数を導入すると扱いやすくなる．

S=(,)A+pB)2/C2

t=(pA-1)C)2/C2

'4=(pA pD)2/c2

(a) s+t+u,=m：|+"'2+"':+mろを示せ・ マンデルスタム変数の理論的美点は，そ
れらがローレンツ不変量であり，任意の慣性系においてlilじ値であることだ. しかし実験的

には， より扱いやすいパラメーターはエネルギーと散乱角である．

(b)Aの重心エネルギーをマンデルスタム変数s, t, "",と質量をⅢいて計算せよ. [答え:ERM=
(s+mi ,"L2)c2/2､/言］
(c)Aの実験室系のｴﾈﾙギｰ(Bは静止)を求めよ. [答え:EWb=(s-m3,-mf)c2/2mB]

2

(d)全体の重心系ｴﾈﾙギｰを求めよ. (Et｡t=EA+EB=Ec+ED)[答え:E黙血＝､/Fc2]
].26 1nlじ粒子の弾性散乱(A+A→A+A)のマンデルスタム変数（問題3.25)は

s=4(p2+m2c2)/c2

t=-2p2(1_cos9)/c2

tL=-2p2(1+c｡se)/c2

となることを示せ． このときpは重心系での入射粒子の連動堂で9は散乱角である．

3.27コンプトン散乱の連動を計算する．波長入の光子が質量”zの荷電粒子と弾性的に衝突する．光子が

角度9で散乱する場合,散乱された光子の波長入,を求めよ． ［答え:入ノー入+(/'/mc)(1-cose)]


