
2.5.1 多重散乱におけるガウス近似

大きな角度で 1度だけ散乱するという稀なケースを無視すると、ある標的

に対する多重散乱の効果は、小さな角度におけるシングル散乱のみの分布に

よって考えることができる。この場合の確率分布はガウス近似により、

P (θ) ≈ 2θ

⟨θ2⟩
exp

(
− θ2

⟨θ2⟩

)
dθ (2.88)

と与えられる。ここで、⟨θ2⟩ =
∫∞
0

θ2P (θ)dθであり、
√

⟨θ2⟩は多重散乱の角
度分布を表している。Moliere展開 (2.87)の第 1項と (2.88)を比較すると (小

さい角度で dΩ = 2π sin θdθ ≈ 2πθdθであることを用いて)、
√

⟨θ2⟩ ≈ θ1
√
B

となるが、Moliere展開の全ての項を考慮するとこの値は発散してしまう。こ

れを防ぐ、より良い実験的な式が Lynchと Dahlによって以下のように提唱

された。

⟨θ2⟩ = 2
χc

2

1 + F 2

[
1 + v

v
ln(1 + v)− 1

]
rad2 (2.89)

ここで、

v = 0.5
Ω

1− F

Ω =
χc

2

χa
2

χc
2 = 0.157z

(
Z(Z + 1)

A

)
x

p2β2

χa
2 = 2.007× 10−5Z2/3[1 + 3.34(Zzα/β)

2
]/p2

である。pは入射粒子の運動量 (MeV/c), xは経路長 (g/cm2), z は入射粒子

の電荷、ZとAは標的の原子番号と原子量、αは微細構造定数である。また、

F はMoliere展開を考慮した補正を表すパラメータで、⟨θ2⟩の値が発散しな
いように 1より小さい値をとる。同様に Ωもパラメータで、平均散乱数と解

釈される。F が 0.90 ∼ 0.995, 20 < Ω < 108 なら、上式は 2%より良い精度

になる。

(2.89)を用いると、Fig2.15の 2つのガウス分布の標準偏差を計算すること

ができる。15.7MeVの電子では、

⟨θ2⟩ =

{
0.0023 rad2 x = 18.66 mg/cm2

0.0051 rad2 x = 37.28 mg/cm2

である。(2.88)をガウス分布と比較すると、σ =
√
⟨θ2⟩ /2であり、上の場合

でそれぞれ σ = 1.94◦, 2.89◦となり、これらの値は Fig.2.15によく一致して

いる。
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また、よく用いられる量として、入射粒子の軌跡を含む垂直な面へ射影し

た角度 (θx, Fig.2.14参照)で表したものがある。ここでも分布はガウス近似

され、

P (θx)dθx = (2π ⟨θx2⟩)−1/2 exp

(
−θx

2

2 ⟨θx2⟩

)
dθx (2.90)

であり、射影された散乱角の 2乗平均 ⟨θx2⟩は、立体散乱角 ⟨θ2⟩と ⟨θx2⟩ =
⟨θ2⟩ /2の関係にある。
Fig.2.14から、入射粒子の側面への変位もあることが分かる。これは大抵

非常に小さいが、この分布を計算すると、

P (r)dr = 6r(⟨θ2⟩ t2)−1 exp

(
−3r2

⟨θ2⟩ t2

)
dr (2.91)

となる。ここで、r：変位、t = x/Lrad：放射長に対する厚み、である。ガウ

ス分布と比較すると、平均 2乗変位は、

⟨r2⟩ = ⟨θ2⟩ t2/3 (2.92)

である。ここで偶然にも放射長が出てきたが、これはもちろん多重散乱に限っ

たものではない。

2.5.2 低エネルギー電子の後方散乱

電子はその質量が非常に小さく、それゆえ原子核からの散乱において大き

な角度への振れが起こりやすい。この事象が起こる可能性はとても高く、実

は電子の多重散乱はその方向を全く変えてしまいうるので、標的から後方散

乱して飛び出ていってしまうこともままある。これを Fig.2.16に図式化した。

この効果は特に電子のエネルギーが低いほど、また標的の原子番号が大きい

ほど強く表れる。そしてまた、入射角にも依存する：標的の表面に対して斜

めに入射した電子は明らかに垂直に入射した時と比べて後方散乱の可能性が

グッと上がっている。

入射電子の数に対して後方散乱する電子の数の割合を “後方散乱係数”や “

アルベド”と呼ぶ。Fig.2.17は様々な標的に対し、様々なエネルギーの電子を

入射した時の係数を測定したものである。後方散乱という事象は入射粒子の

エネルギーと幾何的配置に左右される検出器において重要なファクターであ

り、この係数が大きすぎると検出器が信号としてとらえる前に散乱して出て

行ってしまう。例えば標的に対して垂直に入射されなかった電子は、Z の大

きい標的 (NaIなど)においてその 80%が後方に跳ね返されるのだ。

2.6 エネルギー損失分布

我々は主に、荷電粒子がある厚みを持った標的を通過するときの平均エネ

ルギー損失について述べてきた。しかし、一般には衝突回数や衝突時のエネ

2



ルギー損失には統計的な揺らぎがあるため、実際の粒子におけるエネルギー

損失はこの平均値と一致しない。エネルギー一定のビームを撃ち込んだとし

ても、決まった厚みを持つ標的中を通過すると dE/dxの式から計算される平

均エネルギー損失よりも低い位置に鋭いピークを持つ分布となるのだ。実は

既にこれらのエネルギー損失の揺らぎは見てきており、これと同じ問題を別

の角度から議論してきていたのだ。つまり、決まった厚みを持つ標的でのエ

ネルギー損失のゆらぎを見る代わりに、決まったエネルギー損失に対しどれ

だけ飛程するかのゆらぎを見てきたのだ。

理論的観点からして、ある標的の厚さに対してのエネルギー損失の分布を

計算するのは数学的に難しい問題であるので、一般に 2つのケース、標的が

薄いときと厚いときとに分けて考えていく。

2.6.1 厚いとき（ガウス極限）

相対論的振る舞いの粒子について考える。厚い標的中においては衝突回数

が多くなるため、エネルギー損失の分布はガウス分布になることが示唆され

る。これは中心極限定理によるもので、互いに独立な同じ統計分布に従うN

コの事象の標本平均の分布は N → ∞において正規分布 (ガウス分布)へと

収束する、というものである。1回の原子との衝突によって失うエネルギー

を独立な量 δE とし、入射粒子の速度の変化がそれぞれの衝突におけるエネ

ルギー損失に対し無視できる (つまり、速度に依存する cross-sectionが一定)

とすると、全エネルギー損失は δEの和で表されるだろう。衝突回数N が十

分大きいとき、エネルギー損失の分布は以下のガウス分布となる。

f(x,∆) ∝ exp

(
−(∆−∆)2

2σ2

)
(2.93)

ここで、x：標的の厚み、∆：標的中でのエネルギー損失、∆：平均エネルギー

損失、σ：標準偏差である。

また、非相対論的な重い粒子においては、ガウス分布の幅 σ0 は Bohr に

よって、

σ0
2 = 4πNare

2(mec
2)2ρ

Z

A
x = 0.1569ρ

Z

A
x[MeV2] (2.94)

と求められている。ここで、Na：アボガドロ数、re：古典電子半径 (= e2/4πϵ0mec
2)、

me：電子の質量、ρ, Z,A：標的の密度、原子番号、原子量である。上式は相

対論的粒子に対しての拡張が行え、その際標準偏差は以下のように関係づけ

られる。

σ2 =
(1− 1

2β
2)

1− β2
σ0

2 (2.95)
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2.6.2 とても厚いとき

上の解析において最も重要な仮定は、エネルギー損失が入射時のエネルギー

に比べて小さいので、粒子の速度の変化が無視できるということであった。も

ちろん、とても厚い標的に対しては多くのエネルギーを失っていくため、こ

の仮定は破綻する。この場合における分布については Tschalar及び Bichsel

が詳しく取り扱っている。
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