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概 要

本章では、Fermi-Dirac統計に従う、フェルミオン粒子の系を考える。
4.1節において交換条件を反交換条件に修正し、その後 Dirac方程式に
応用し、フェルミオンのスピンや統計性を見ていく。

4.1 フェルミオンの表現

節 1.2.2や 1.2.3で行ったボゾンの表現は以下のようなものであった。[
ar, a

†
s

]
= δrs, [ar, as] =

[
ar† , a

†
s

]
= 0 (1)

Nr = a†rar (2)

[Nr, as] = −δrsas,
[
Nr, a

†
s

]
= δrsa

†
s (3)

これらより、ar, a†r , Nrがそれぞれ、消滅（吸収）演算子、生成演算子粒子数

演算子と解釈できる。また、Nrの取りうる固有値は、nr = 0, 1, 2, . . .となっ

ている。

もう一つの関係性として、交換関係を反交換関係に置き換えるものがある。

ここでは反交換関係を以下のように記述、及び定義する。

[A,B]+ ≡ AB +BA (4)

よく用いられる恒等式として次が成立。

[AB,C] = A [B,C]+ − [A,C]+B (5)

生成消滅演算子の関係性を、この反交換関係に置き換えると、[
ar, a

†
s

]
+
= δrs, [ar, as]+ =

[
a†r , a

†
s

]
= 0 (6)

この関係性で特に、

(ar)
2
=

(
a†r
)2

= 0 (7)
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が成立する。さらに、粒子数演算子について

N2
r = a†rara

†
rar = a†r

(
1− a†rar

)
ar = Nr (8)

ゆえに、

Nr (Nr − 1) = 0 (9)

が成立する。これより、演算子Nrの固有値は、nr = 0, 1である。これらは、

Fermi-Dirac統計をよく表している。最後に、真空状態、1粒子状態、2粒子

状態は以下のようにかける。

ar |0⟩ = 0 (all r) (10)

|1r⟩ = a†r |0⟩ (11)

|1r1s⟩ = a†ra
†
s |0⟩ = −a†sa†r |0⟩ = − |1s1r⟩ (r ̸= s) (12)

当然、同じ状態に 2粒子が入る場合は、

|2r⟩ =
(
a†r
)2 |0⟩ = 0 (13)

となり、これはパウリの排他律に一致する。

4.2 Dirac方程式

静止質量mの Dirac方程式は、

ih̄
∂ψ(x)

∂t
=

[
cα • (−ih̄∇) + βmc2

]
ψ(x) (14)

となる（導出は「クォークとレプトン」で行ったので、割愛）。これは以下の

ように書き直せる。

ih̄γµ
∂ψ(x)

∂xµ
−mcψ(x) = 0 (15)

ここで γ は、

γ0 = β, γi = βαi, i = 1, 2, 3 (16)

であり、次が成立。

[γµ, γν ]+ = 2gµν (17)

γµ† = γ 0γµγ0 (18)

また、随伴的な場を次で定義。

ψ̄(x) = ψ†(x)γ0 (19)

この場は、次の方程式を満たす。

ih̄
∂ψ̄(x)

∂xµ
γµ +mcψ̄(x) = 0 (20)
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Dirac方程式 (15)や (20)を導くラグランジアン密度は、

L = cψ̄(x)

[
ih̄γµ

∂

∂xµ
−mc

]
ψ(x) (21)

とかける。実際に確認すると、

∂L
∂ψ̄

=
∂

∂xα
∂L
∂ψ̄,α

⇒ 0 = c

[
ih̄γµ

∂

∂xµ
−mc

]
ψ (22)

∂L
∂ψ

=
∂

∂xα
∂L
∂ψ,α

⇒ −mc2ψ̄ = cih̄
∂ψ̄

∂xα
γα (23)

と、式 (15)、(20)が導かれる。共役な場は、

π(x) =
∂L
∂ψ̇

= ψ̄ih̄γ0 = ih̄ψ†(x) (24)

π̄(x) =
∂L
∂ ˙̄ψ

= 0 (25)

これらを用いて、Dirac場のハミルトニアンと運動量を求めていく。まず

ハミルトニアンは、

H =

∫
d3x

(
π(x)ψ̇(x)− L

)
=

∫
d3x

(
ih̄ψ†(x)ψ̇(x)− ψ̄(x)

[
ih̄cγµ

∂

∂xµ
−mc2

]
ψ(x)

)
=

∫
d3xψ̄(x)

[
ih̄cγ0

∂

∂x0
− ih̄cγµ

∂

∂xµ
+mc2

]
ψ(x)

=

∫
d3xψ̄(x)

[
−ih̄cγj

∂

∂xj
+mc2

]
ψ(x) (26)

同様にして、運動量は

P =

∫
d3xπ(x)

∂ψ(x)

∂x

= −ih̄

∫
d3xψ†(x)∇ψ(x) (27)

となる。

次に角運動量を見ていく。まず、角運動量を導く微小変換は、微小ローレ

ンツ変換であり、それは

ψ(x) → ψ′(x′) = ψ(x)− i

4
ϵµnuσ

µνψ(x) (28)

とかける（導出は「クォークとレプトン」参照）。ここで、σµν は µと ν で

指定される各々が 4× 4行列であり、

σµν ≡ i

2
[γµ, γν ] (29)
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2章で見た、角運動量の表式を思い出すと、

cMαβ =

∫
d3x

([
xαT 0β − xβT 0α

]
+ cπ(x)Sαβϕ(x)

)
(30)

であり、今

Sαβ = − i

2
σαβ , T 0α = c

∂L
∂ψ̇

∂ψ

∂xα
= cih̄ψ† ∂ψ

∂xα
(31)

である。具体的に、1つの成分M23 を計算すると、

cM23 =

∫
d3x

([
x(2)cih̄ψ† ∂ψ

∂x(3)
− x(3)cih̄ψ† ∂ψ

∂x(2)

]
− i

2
cih̄ψ†σ23ψ

)
= c

∫
d3x

([
ψ† x× (−ih̄∇) ψ

](1)
+ ψ†(

h̄

2
σ23)ψ

)
(32)

右肩の括弧の数字は成分を表す。他成分も同様に計算し、

M = (M23,M31,M12), σ = (σ23, σ31, σ12) (33)

とおくと、

M =

∫
d3xψ†(x) [x× (−ih̄∇)] ψ(x) +

∫
d3xψ†(x)(

h̄

2
σ)ψ(x) (34)

とかける。この表式から、第 1項が軌道角運動量、第 2項がスピン角運動量

に相当していることがわかる。以上のような形で、Dirac方程式から、スピ

ンが導かれる。

対称性と保存量の関係として最後に、位相変換不変性と電荷をみていく。

今、ψ(x)、ψ†(x)それぞれで位相変換に対して不変である。再び 2章での表

式を用いることで、電荷は

Q = − iq

h̄

∫
d3xπ(x)ψ(x)

= q

∫
d3xψ†(x)ψ(x) (35)

（＊今、π̄(x) = 0である。）また、電荷・電流密度は

sα(x) = (cρ(x), j(x)) = cqψ̄(x)γαψ(x) (36)

実際に、電荷・電流密度に対する連続の方程式は、Dirac方程式から直接的

に示すことができる。

∂sα

∂xα
= cqψ̄γα

∂ψ

∂xα
+ cq

∂ψ̄

∂xα
γαψ

=
mc2q

ih̄
ψ̄ψ − mc2q

ih̄
ψ̄ψ = 0 (37)

1行目から 2行目への変形で、Dirac方程式（15）、（20）を用いた。

Dirac方程式の平面波解については、「クォークとレプトン」でやったので、

割愛する。
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4.3 第二量子化

Dirac方程式の解を、平面波解で展開したものを、

ψ(x) = ψ+(x) + ψ−(x)

=
∑
rp

(
mc2

V Ep

) 1
2 [
cr(p)ur(p)e

−ipx/h̄ + d†r(p)vr(p)e
ipx/h̄

]
(38)

とかく。この時、共役な場は

ψ̄(x) = ψ̄+(x) + ψ̄−(x)

=
∑
rp

(
mc2

V Ep

) 1
2 [
dr(p)v̄r(p)e

−ipx/h̄ + c†r(p)ūr(p)e
ipx/h̄

]
(39)

ここで、ūr = u†rγ
0 とした。

Klein-Gordon場の場合との類推から、次のような反交換関係を適用する。[
cr(p), c

†
s(p

′)
]
+
=

[
dr(p), d

†
s(p

′)
]
+
= δrsδpp′ (40)

なお、この他の反交換関係の組は、すべてゼロとする（反可換）。また、

Nr(p) = c†r(p)cr(p), N̄r(p) = d†r(p)dr(p) (41)

と定義する。これら、cr, c†r , Nr及び dr, d
†
r , N̄rはそれぞれ 2種類の粒子の、消

滅、生成、粒子数演算子に対応する。

真空状態は、次式で定義される。

cr(p) |0⟩ = dr(p) |0⟩ = 0, allp and r = 1, 2 (42)

もしくは同値な表現として、

ψ+(x) |0⟩ = ψ̄+(x) = 0, all x (43)

4.2節で導出した、エネルギーや運動量の表示は、真空状態においてゼロでは

ない。そこで再び、normal productを導入する。反交換関係に注意し、次で

定義する。

N(ψαψβ) = N
[
(ψ+

α + ψ−
α )(ψ

+
β + ψ−

β )
]

= ψ+
αψ

+
β − ψ−

β ψ
+
α + ψ−

αψ
+
β + ψ−

αψ
−
β (44)

以下では、normal product を用いて種々の物理量を再定義し、それらを

消滅、生成、粒子数演算子で表現することを試みる。まず、エネルギーは、

normal productを用いると、改めて

H =

∫
d3xN

{
ψ̄(x)

[
−ih̄cγj

∂

∂xj
+mc2

]
ψ(x)

}
(45)
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とかける。ここで、ψ(x)は Dirac方程式の解であることから、

ih̄γj
∂ψ

∂xj
= −ih̄

1

c
γ0
∂ψ

∂t
+mcψ (46)

であるから、

H =

∫
d3xN

{
ψ̄(x)(ih̄)γ0

∂ψ

∂t

}
= ih̄c

∫
d3xN

(
ψ†(x)

∂ψ(x)

∂x0

)
(47)

平面波展開より、

∂ψ(x)

∂x0
=

∑
rp

(
mc2

V Ep

) 1
2 −ip0

h̄

[
cr(p)ur(p)e

−ipx/h̄ − d†r(p)vr(p)e
ipx/h̄

]
(48)

ψ†(x) =
∑
sp′

(
mc2

V Ep′

) 1
2 [
ds(p

′)v†s (p
′)e−ip′x/h̄ + c†s(p

′)u†s(p
′)eip

′x/h̄
]

(49)

これらを代入すると、∫
d3xN

(
ψ†(x)

∂ψ(x)

∂x0

)
=

∑
rp

mc2

Ep

−i

h̄

Ep

c

Ep

mc2
c†r(p)cr(p)

+
∑
rp

mc2

Ep

−i

h̄

Ep

c

Ep

mc2
d†r(p)dr(p)

=
−i

h̄c

∑
rp

Ep

[
c†r(p)cr(p) + d†r(p)dr(p)

]
(50)

式変形においては、

p0 =
Ep

c
, (51)

体積積分でのデルタ関数の定義式

1

V

∫
d3x e

i(p−p′)x
h̄ = δ(p− p′) (52)

及び、平面波解の直交関係

u†r(p)us(p) = v†r (p)vs(p) =
Ep

mc2
δrs (53)

u†r(p)vs(−p) = 0 (54)

を用いた。以上より、

H =
∑
rp

Ep

[
Nr(p) + N̄r(p)

]
(55)

とかける。
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同様にして、

∇ψ =
∑
rp

(
mc2

V Ep

) 1
2
(
ip

h̄

)[
cr(p)ur(p)e

−ipx/h̄ − d†r(p)vr(p)e
ipx/h̄

]
(56)

より、

P =
∑
rp

p
[
Nr(p) + N̄r(p)

]
(57)

とかける。また、

Q = −e
∑
rp

[
Nr(p)− N̄r(p)

]
(58)

なお、N̄r の前の負符号は、normal productによる負符号である。

スピンについては、運動量方向の成分をとり、4.2節の結果から次のように

定義する。

Sp =
h̄

2

∫
d3xN

[
ψ†(x)σpψ(x)

]
(59)

今、デルタ関数の積分表示 (52)を用いることで、

Sp =
h̄

2

∑
s,t,p′

mc2

Ep′

[
ds(p

′)ct(−p′)v†s (p
′)σput(−p′)

−d†t(p′)ds(p
′)v†s (p

′)σpvt(p
′)

+c†s(p
′)ct(p

′)u†s(p
′)σput(−p′)

+c†s(p
′)d†t(−p′)u†s(p

′)σpvt(−p′)
]

(60)

この Spを 1粒子状態 c†r(p) |0⟩と d†r(p) |0⟩ に作用させたときにどうなるか
を考えてみる。まず、c†r(p) |0⟩の場合、生成消滅演算子の反交換関係を用い
ると、式 (60)の第 3項のみが残ることになり、その項は

Spc
†
r(p) |0⟩ =

h̄

2

∑
s,t,p′

mc2

Ep′
c†s(p

′)
(
δr,tδp,p′ − c†r(p)ct(p

′)
)
u†s(p

′)σput(p
′) |0⟩

=
h̄

2

∑
s

mc2

Ep
c†s(p)u

†
s(p)σpur(p) |0⟩

=
h̄

2

∑
s

(−1)
r+1mc2

Ep
c†s (p)u

†
s (p)ur(p)|0⟩

=
h̄

2

∑
s

(−1)r+1mc
2

Ep
c†s(p)

Ep

mc2
δr,s |0⟩

= (−1)r+1 h̄

2
c†r(p) |0⟩ (61)

となる。d†r(p) |0⟩に作用させた場合は、第 2項のみが残り、同様に計算でき

る。以上まとめると、

Spc
†
r(p) |0⟩ = (−1)r+1 h̄

2
c†r(p) |0⟩ (62)

Spd
†
r(p) |0⟩ = (−1)r+1 h̄

2
d†r(p) |0⟩ r = 1, 2 (63)

7



この式から、r=1の解は運動量方向のスピン成分が正である右巻きの粒子、

r=2の解は運動量方向のスピンが負である左巻きの粒子に対応することがわ

かる。

ここで、粒子と反粒子の対称性を見てみよう。対称性はマヨラナ表現を用

いると、はっきりと見える。マヨラナ表現においては、

γµ∗M = −γµM, µ = 0, 1, 2, 3 (64)

が成立する。このことから、作用子(
ih̄γµM

∂

∂xµ
−mc

)
(65)

は実であり、ψ(x)が解のとき、その複素共役 ψ∗(x)も解である。つまり、正

エネルギー解が

uMr(p)
e−ipx/h̄

√
V

(66)

と書けるとき、

u∗Mr(p)
e−ipx/h̄

√
V

(67)

も解であり、これが負エネルギーとなる。以上より、マヨラナ表現においては、

ψM(x) =
∑
rp

(
mc2

V Ep

) 1
2 [
cr(p)uMr(p)e

−ipx/h̄ + d†r(p)u
∗
Mr(p)e

ipx/h̄
]

(68)

ψ†T
M (x) =

∑
rp

(
mc2

V Ep

) 1
2 [
dr(p)uMr(p)e

−ipx/h̄ + c†r(p)u
∗
Mr(p)e

ipx/h̄
]

(69)

この表式から、粒子と反粒子の対称性が明瞭に見て取れる。

最後に、Dirac場 ψ(x)と ψ̄(x)の反交換関係をみてみよう。以下添え字の

α、β は 4× 4行列の成分を表すとする。まず明らかに、

[ψα(x), ψβ(y)]+ =
[
ψ̄α(x), ψ̄β(y)

]
+
= 0 (70)

である。また、[
ψ±
α (x), ψ̄

∓
β (y)

]
+
= i

(
iγµ

∂

∂xµ
+
mc

h̄

)
αβ

∆±(x− y) (71)

が成立する。以下でこれを示す。

まず、[
ψ+
α (x), ψ̄

−
β (y)

]
+

=
∑

r,s,p,p′

mc2

V

1

(EpEp′)1/2[
cr(p), c

†
s(p

′)
]
+
urα(p)ūsβ(p

′)e−
i(px−p′y)

h̄

=
∑
r,p

mc2

V Ep
urα(p)ūrβ(p)e

−ik(x−y)

=
∑
r

mc
1

(2π)3

∫
d3k

Ep/c
urα(p)ūrβ(p)e

−ik(x−y) (72)
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と展開できる。次に、積分の中身の urα(p)ūrβ(p) を考える。urと vrについ

ては、次の関係式が成り立つ。

(γµpµ −mc)ur = 0, ūr(γ
µpµ −mc) = 0 (73)

(γµpµ +mc)vr = 0, v̄r(γ
µpµ +mc) = 0 (74)∑

r

(urūr − vrv̄r) = 1 (75)

ここで、次式のように表される射影演算子 Λ+ を導入する。

Λ+ =
γµpµ +mc

2mc
(76)

この演算子は、正エネルギー解 ur のみを取り出す射影演算子である。実際、

Λ+ur =
(γµpµ −mc)ur + 2mcur

2mc
= ur, Λ+vr = 0 (77)

この射影演算子を完全性関係式 (75)に左から作用させると、∑
r

urūr = Λ+ (78)

成分を明確に書くと、∑
r

urα(p)ūrβ(p) = Λ+
αβ =

(
γµpµ +mc

2mc

)
αβ

(79)

これを用いると、[
ψ+
α (x), ψ̄

−
β (y)

]
+

= mc
1

(2π)3

∫
d3k

Ep/c

(
γµpµ +mc

2mc

)
αβ

e−ik(x−y)

=
1

2(2π)3

∫
d3k

Ep/c

(
− h̄

i
γµ

∂

∂xµ
+mc

)
αβ

e−ik(x−y)

=
1

2(2π)3

∫
d3k

Ep/h̄c

(
iγµ

∂

∂xµ
+
mc

h̄

)
αβ

e−ik(x−y)

= i
−ic

2(2π)3

∫
d3k

ωk

(
iγµ

∂

∂xµ
+
mc

h̄

)
αβ

e−ik(x−y)

= i

(
iγµ

∂

∂xµ
+
mc

h̄

)
αβ

∆+(x− y) (80)

なお、途中で
ωk

c
= k0 =

p0
h̄

=
Ep

h̄c
(81)

を用いた。もう一方の反交換関係も同様に求められ、まとめると

[
ψ±(x), ψ̄∓(y)

]
+
= i

(
iγµ

∂

∂xµ
+
mc

h̄

)
∆±(x− y) (82)

9



とかける（行列成分の添え字は省略した）。今、

S±(x) ≡
(
iγµ

∂

∂xµ
+
mc

h̄

)
∆±(x− y) (83)

とすると、 [
ψ±(x), ψ̄∓(y)

]
+
= iS±(x) (84)

以上より、[
ψ(x), ψ̄(y)

]
+

=
[
ψ+(x), ψ̄−(y)

]
+
+
[
ψ−(x), ψ̄+(y)

]
+

= i
(
S+(x− y) + S−(x− y)

)
(85)

また、

S(x) ≡ S+(x) + S−(x)

=

(
iγµ

∂

∂xµ
+
mc

h̄

)(
∆+(x) + ∆−(x)

)
=

(
iγµ

∂

∂xµ
+
mc

h̄

)
∆(x) (86)

とおくと、 [
ψ(x), ψ̄(y)

]
+
= iS(x− y) (87)

もう一つの表記

∆±(x) =
−1

(2π)4

∫
C±

d4k
e−ikx

k2 − µ2
(88)

を用いた場合を考える。このとき、

S±(x) =
−1

(2π)4

∫
C±

d4k
e−ikx

( ph̄ )
2 − (mc

h̄ )2

(
γµkµ +

mc

h̄

)
=

−1

(2π)4
h̄2

1

h̄

∫
C±

d4k
e−i ph̄x

p2 −m2c2
(γµpµ +mc)

=
−1

(2π)4
1

h̄3

∫
C±

d4p
γµpµ +mc

p2 −m2c2
e−i ph̄x

= − h̄

(2πh̄)4

∫
C±

d4p
γµpµ +mc

p2 −m2c2
e−i ph̄x

(89)

途中、

µ =
mc

h̄
(90)

kµ =
pµ

h̄
, d4k =

d4p

h̄4
(91)

を用いた。最後に、

(γµpµ ±mc)(γµpµ ∓mc) = p2 −m2c2 (92)
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より、形式的に

S±(x) =
−h̄

(2πh̄)4

∫
C±

d4p
e−i ph̄x

γµpµ −mc
(93)

とかける。
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